
 . گزینه 3 دقیقه بعد از ساعت  یعنی ساعت   . 1

در ساعت  عقربۀ دقیقه شمار مقابل عدد  قرار دارد. عقربۀ ساعت شمار در هر  دقیقه ( ساعت) به میزان  رادیان جلو می رود. بنابراین این عقربه در  دقیقه به میزان  رادیان

جلو می رود و باگذشت  دقیقه به میزان  رادیان جلو می رود، بنابراین براي محاسبۀ زاویۀ میان عقربۀ دقیقه شمار و ساعت شمار در ساعت  کافی است از  (به مقدار فاصلۀ

بین اعداد  و  روي دایره) به میزان  کم کنیم یعنی داریم (مطابق شکل پایین): 

 

 تذکر:  زاویۀ بین دو عقربه در حالتی است که عقربۀ ساعت شمار دقیقاً در مقابل  و دقیقه شمار در مقابل  باشد. 
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α

چون چرخ و فلک  کابین دارد فاصلۀ بین هر دو کابین متوالی برابر است با:      گزینه 3  . 2

اگر چرخ و فلک یک دور کامل بچرخد  رادیان دوران می کند و هر کابین به جاي اول خود برمی گردد. 

. که با توجه به این که فاصلۀ هر دو کابین متوالی برابر  بنابراین وقتی چرخ و فلک  می چرخد، میزان جابه جایی هر کابین به اندازة  خواهد بود که برابر است با 

است، پس هر کابین به اندازه  کابین جلو می رود. 

بنابراین کابین شمارة  به کابین شمارة  منتقل خواهد شد. 

گزینه 3  . 3

) که همان شعاع قطاع ایجاد شده است، را می یابیم.    با توجه به شکل و رابطۀ فیثاغورس طول مولد مخروط (

 از طرفی طول کمان ایجاد شده در قطاع حاصل برابر محیط قاعدة مخروط است. 

 بنابراین: 

در دایره اي به شعاع  اگر طول کمان مقابل به زاویه  رادیان برابر  باشد، داریم:   گزینه 2  . 4

قطر چرخ بزرگ برابر  است بنابراین:        

چون دو چرخ به هم متصل اند میزان مسافت طی شده آن ها باهم برابر است یعنی: 

 

در دایره اي به شعاع r اگر طول کمان مقابل زاویه  رادیان برابر L باشد، داریم:  گزینه 3  . 5
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چون مثلث  متساوي الساقین است، ارتفاع  میانۀ وارد بر  نیز هست بنابراین: 

 

 از طرفی: 

 

گزینه 3 را دو مثلث  و   می نویسیم:   . 6

  :  

 : 

گزینه 1 را با استفاده از دو مثلث قائم الزاویه  و  می نویسیم:   . 7

گزینه 3  . 8
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گزینه 1  . 9

 درمثلث   داریم: 

  

در چهار ضلعی   داریم:  

 در مثلث  داریم:

نتیجه می گیریم: 

گزینه 1  . 10

گزینه 1  . 11

، زاویه خارجی مثلث  است.    با توجه به شکل، زاویۀ  برابر  است. زیرا زاویه 

 

بنابراین: 

 

گزینه 2 زاویۀ خارجی مثلث  است.   . 12
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گزینه 1 با توجه به شکل زیر داریم:   . 13

  

α H
B
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A C
b

1
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x

 توجه شود که  زیرا: 

 

اگر  باشد، آن گاه  و  است.  گزینه 3  . 14

A B C
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D

α
β

1 1 1

2

1 α 1
 

   

گزینه 2  . 15

: د ر مثلث قائم الزاویه، ضلع مقابل به زاویه  برابر با نصف وتر است. بنابراین با توجه به شکل زیر داریم 

 

از طرفی: 

 

گزینه 4 با توجه به شکل صورت سؤال داریم:   . 16

 

نکته: زاویۀ محاطی روبه روي قطر برابر  است.  گزینه 1  . 17

، است، چون  برابر شعاع دایره اند. پس  است که طبق رابطۀ فیثاغورث داریم:  طبق نکتۀ فوق زاویۀ 

 

 چون زاویه  و  متمم اند؛ داریم: 
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ÂĈ
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 از طرفی چون مثلث  متساوي الساقین است داریم: 

 

گزینه 1  . 18

شکل زیر را در نظر بگیرید.

 

 

با توجه به شکل در مثلث قائم الزاویۀ  می نویسیم: 

  

 حال در مثلث قائم الزاویۀ  می نویسیم: 

     

باتوجه به شکل مقابل مساحت مثلث  برابر است با:   گزینه 3  . 19

α β

A

B C

8
6

x

بنابراین:

 

 

باتوجه به قضیه سینوس ها در مثلث  داریم:  گزینه 2  . 20

 

پس  و درنتیجه مثلث  متساوي الساقین است و  و  است. باتوجه به قضیۀ سینوس ها در مثلث  داریم: 

 

در مثلث  چون  است، بنابراین  نصف وتر  است، بنابراین:  گزینه 2  . 21

 

 با توجه به شکل   و  می باشند. بنابراین: 

 

از طرفی:

CBO

C O = → cotC O = cot = tan =B̂ Ĉ B̂ Ĉ Â
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Ĉ1 60

∘

D = 30
∘

ACDCD = 2=Ĉ2 120
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اگر طرفین تساوي را بر  تقسیم کنیم آن گاه:  گزینه 3  . 22

 

 پس  می باشد.

می دانیم مساحت مثلث برابر با نصف حاصل ضرب دو ضلع در سینوس زاویه بین آن دو ضلع است.  گزینه 2  . 23

 باتوجه به شکل مقابل داریم: 

 

α

c

b=

a=

6

4

   

طول ضلع سوم زمانی بیش تر است که   و مطابق قضیۀ کسینوس ها داریم: 

 

مساحت ذوزنقه برابر نصف حاصل ضرب مجموع دو قاعدة  در ارتفاع است.  گزینه 3  . 24

طبق نکتۀ بالا مساحت ذوزنقه  برابر با  است. 
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3
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x

x
 

 

طبق قضیۀ خطوط موازي و مورب داریم: 

 

داریم: از طرفی در مثلث 

 

، پس  چون 

 

 طبق نکته اي که اشاره شد داریم:

 

گزینه 2  . 25

توجه کنید که : 
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 بنابراین مطابق شکل مساحت مثلث  برابر است با: 

 

 

گزینه 4  . 26

با در نظر گرفتن شکل زیر و رسم ارتفاع رأس  داریم:

  

 

 

  

  

   

   

   

  

 از طرفی: 

       

    

 ضمناً: 

           

 پس: 

     

گزینه 3  . 27
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؛ بنابراین می توانیم طرفین را بر  تقسیم کنیم.   چون اضلاع مثلث نابرابر هستند، پس  و درنتیجه 

      

با نوشتن نسبت مساحت ها داریم:  گزینه 2  . 28

 

گزینه 4  . 29

A

045 030
Bx y

22

 :پس

اگر از رابطۀ  استفاده کنیم، خواهیم داشت:  گزینه 4  . 30

  

 از طرفی می دانیم طبق قضیۀ سینوس ها همواره داریم: 

 

 اگر مقدار مشترك کسرهاي فوق را برابر  فرض کنیم، خواهیم داشت: 

    

) جایگذاري می کنیم. در این صورت خواهیم داشت:   حال روابط فوق را در رابطۀ (

 

 چون رابطۀ  برقرار است، پس طبق عکس قضیۀ فیثاغورس، مثلث  در رأس  قائمه است، یعنی  است. 

با بدست آوردن مختصات نقاط  و  از روي نسبت هاي مثلثاتی، طول پاره خط  را بدست می آوریم:  گزینه 1  . 31

  

  

s n

30°
C

  

  

60° cosD

گزینه 1  . 32

 می دانیم: 

می دانیم در ضرب خاصیت جابجایی وجود دارد؛ 

پس عبارت بالا را به صورت زیر می نویسیم:  

 

b ≠ cb − c ≠ 0b − c

+ bc + =b2 c2 a2 − →−−−−−−
قضیه کسینوس ها

+ bc + = + − 2bc cosb2 c2 b2 c2 Â ⇒ bc = −2bc cos Â ⇒ cos = −Â
1

2
⇒ A = 120

∘
=

2π

3

rad

= = ( ) ⋅ ( ) = ( ) ⋅ (1 − ) = ( )
S
ADE

Δ

S
ABC

Δ

(AD ⋅ AE ⋅ sinA)
1

2

(AB ⋅ AC ⋅ sinA)
1

2

AD

AB

AE

AC

AD

3AD

EC

AC

1

3

AC − EC

AC

= (1 − ) = ( ) × (1 − ) =
1

3

EC

AC 
3EC

1

3

1

3

2

9

tan 45 = → 1 = → x = 2
2 2√

x

2 2√

x
2√

tan 30 = → = → x + y = × = 2
2 2√

x + y

3√

3

2 2√

x + y

6 2√

3√

3√

3√
6√

x + y = 2 → 2 + y = 2 → y = 2( − )6√ 2√ 6√ 6√ 2√

α = 1 − αcos2 sin2

A + B + C = 2sin2 cos2 cos2 ⇒ A + 1 − B + 1 − C = 2sin2 sin2 sin2 ⇒ A = B + C (1)sin2 sin2 sin2

= =
a

sinA
b

sinB
c

sinC
k

= k
a

sinA
⇒ = sinA

a

k
, = k

b

sinB
⇒ = sinB

b

k
, = k ⇒ = sinC

c

sinC
c

k
1

= +
a2

k2

b2

k2

c2

k2
⇒ = +a2 b2 c2

= +a2 b2 c2ABCA=Â 90
∘

DCCD

sin 30 = → C(0, )
1

2

1

2

cos(360 − 60) = cos 60 = → D( , 0)
1

2

1

2

 |CD| = = = =+ ( −( − )xD xC
2

yD yC)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ +
1

4

1

4

− −−−−

√
2

4

−−

√
2√

2

O α + β = ⇒ sinα = cosβ90
∘

A = × × ⋯ ×
sin 1

∘

cos 89
∘

sin 2
∘

cos 88
∘

sin 89
∘

cos 1
∘
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با توجه به فرمول بالا، پس داریم:

  

با توجه به اینکه حاصل رادیکال همواره عبارتی  مثبت است:   گزینه 4  . 33

و با به توان   رساندن طرفین تساوي داریم: 

) 

  

) نتیجه می شود که  در ناحیه چهارم قرار دارد. ) و ( از اشتراك (

 

گزینه 3  . 34

) 

  از اشتراك جواب ها نتیجه می گیریم که  در ناحیۀ سوم است.

گزینه 2  . 35

براي دو زاویه مکمل  یعنی  داریم:  و  بنابراین:

 

 

 

پس از بازنویسی به صورت  با   کسر که هر کدام برابر  هستند مواجه می شویم که حاصلضرب تمام آن ها برابر با  می شود. پس 

داریم:

sin = cos , ⋯ , sin = cos89
∘

1
∘

1
∘

89
∘

A = 1 × 1 × ⋯ × 1 = 1

(I){ } cosx > ربع اول یا چهارم0

2

x = 0 ≤ ≤ 1cos2
cotx

cotx − a2
−→

∗ cotx

cotx − a2

≤ 1 ⇒ − 1 ≤ 0 → − ≤ 0 → ≤ 0
cotx

cotx − a2

cotx

cotx − a2

cotx

cotx − a2

cotx − a2

cotx − a2

cotx − cotx + a2

cotx − a2
1

→ ≤ 0 cotx − < 0
a2

cotx − a2
− →−−

≥0a2

a2

≥ 0 cotx ≤ 0{ }(II)
cotx

cotx − a2
− →−−−−−
cot x− <0a2

ناحیه دوم یا چهارم

IIIx

∗ :
−1 ≤ cosx ≤ 1

0 ≤ co x ≤ 1s2

− sinx tanx < 0 → − sinx < 0
1

cosx
1

cosx
sinx
cosx

1

− < 0 → < 0 → < 0 → cosx < 0 →   (I)
1

cosx
xsin2

cosx

1 − xsin2

cosx
xcos2

cosx

⎧

⎩⎨
ربع سوم

ربع دوم

⇒ sinx < 0 ⇒ (II)
2) sinx + tanx > 0 → sinx + > 0 →

sinx
cosx

sinx(1 + ) > 0
1

cosx

−1 < cosx < 0 → < −1
1

cosx
−→
+1

1 + < 0
1

cosx

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

⎧

⎩⎨
ربع سوم

ربع چهارم

x

α βوα + β = 180
∘sinα = sinβcosα = − cosβ

sin = sin45
∘

135
∘

sin = sin46
∘

134
∘

⋮

sin = sin89
∘

91
∘

sin = sin90
∘

90
∘

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⇒ A = × × ⋯ × = 1
sin 45

∘

sin 135
∘

sin 46
∘

sin 134
∘

sin 90
∘

sin 90
∘

⇒ B = −1

cos = − cos1
∘

179
∘

cos = − cos2
∘

178
∘

⋮

cos = − cos44
∘

136
∘

cos = − cos45
∘

135
∘

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

× × ⋯
cos 1

∘

cos 179
∘

cos 2
∘

cos 178
∘45−1−1

B = −1
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ابتدا هر یک از اجزاي عبارت داده شده را ساده می کنیم:   گزینه 3  . 36

 

 

با جایگذاري عبارات فوق در صورت سوال داریم:  

 

 

گزینه 1  . 37

با در نظر گرفتن دایرة مثلثاتی زیر داریم:

4
π3

π 0

1-

tan

 

 

 

     

بیش ترین مقدار سینوس و کسینوس برابر  است. وقتی جمع یک سینوس و کسینوس برابر  شده باشد، یعنی هر دو مقدار برابر  است. یعنی داریم:  گزینه 3  . 38

 

 

یعنی مثلث متساوي الاضلاع است. 

چون  و  و  زاویه هاي داخلی یک مثلث هستند؛ پس داریم:  گزینه 4  . 39

  

 

بنابراین:

گزینه 2 زاویه   در ربع چهارم قرار دارد پس سینوس مقداري منفی است و کسینوس مقداري مثبت است. در نتیجه  تانژانت هم منفی می شود بنابراین گزینه   حذف می شود.  . 40

همچنین با توجه به دایره مثلثاتی واضح است که   و درنتیجه  پس گزینۀ 3 نیز نادرست است.

⇒ A + B = 1 + (−1) = 1 − 1 = 0

sin( − α) = − cosα , sin(5π − α) = sin(π − α) = sinα
3π

2

sin( − α) = sin( + − α) = sin( − α) = − cosα630
∘

360
∘

270
∘

270
∘

, tan( + α) = − cotα
3π

2

+ × (− cotα) = + (− tanα)(− cotα)
1

− cosα
sinα

− cosα

−1

cosα

= 1 − = × = =
1

cosα

cosα − 1

cosα

cosα + 1

cosα + 1

α − 1cos2

α + cosαcos2

− αsin2

cosα + (1 − α)sin2

=
αsin2

α − cosα − 1sin2

< x < π ⇒ −1 < tanx < 0 ⇒ −1 < < 0
3π

4

2

m − 1

< 0 ⇒ m − 1 < 0 ⇒ (1)
2

m − 1
m < 1

> −1 ⇒ + 1 > 0 ⇒ > 0
2

m − 1

2

m − 1

2 + m − 1

m − 1

⇒ > 0 ⇒
m + 1

m − 1

m

m+1

m−1
+

−1

0 −

1

ت .ن +

(2)m < −1 m >  یا 1

⇒ (1) ∩ (2) ⇒ m < −1

121

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

sin( + ) = 1 → + = ⇒ = −
B̂

2
Ĉ

B̂

2
Ĉ 90

∘
Ĉ 90

∘ B̂

2

cos( − ) = 1 → − = 0 → =Â B̂ Â B̂ Â B̂

+ + = → + + − =Â B̂ Ĉ 180
∘

B̂ B̂ 90
∘ B̂

2
180

∘

→ 3 = → = → = = =
B̂

2
90

∘
B̂ 60

∘
Â B̂ Ĉ 60

∘

ABC

A + B + C = π ⇒ C = π − B − A ⇒ C − A = π − B − 2A

→ = − − = − (A + )
C − A

2

π

2

B

2

2A

2

π

2

B

2

cos( ) = cos( − (A + )) = sin(A + )
C − A

2

π

2

B

2

B

2

283
∘

1

| sinx| > | cosx|x > xsin2 cos2
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بعلاوه: 

s n tan

°
283 °

45

پس گزینه  نیز نادرست است.

گزینه 1  . 41

از طرفی داریم: 

  

بنابراین خواسته سوال برابراست با: 

 

در نیمۀ اول ناحیۀ اول یعنی در بازة  همواره مقدار  بزرگتر از  است و چون همواره عددي بین  و  و مثبت هستند  از طرفین جذر بگیریم جهت نامساوي گزینه 2  . 42

عوض نمی شود بنابراین داریم: 

 

s n

cos

45°
1 30°2

2
2

2
2 3

2

x

x

می دانیم: در دایره مثلثاتی مقابل اگر  در قسمت هاشورخورده باشد آنگاه:   گزینه 3  . 43

π
4

π
4

5
 

اگر  در قسمت سفید باشد آنگاه:  

حال زوایاي  و  رادیان را در دایره مثلثاتی مشخص می کنیم.

}→ x < x, tanx < sinx
tanx < −1

−1 < sinx < 0
sin2 tan2

4

A = = =
sin( − α)

3π

2

tan(3π + β) ⋅ tan(3π − β)

sin(π + − α)π

2

tan(π + β) ⋅ tan(π − β)

− sin( − α)π

2

tanβ(− tanβ)

= = = = 25 cosα
− cosα

− tanβ ⋅ tanβ
cosα

βtan2

cosα

(
1

5
)2

α = 1 − α = 1 − = → cosα = ± cosα = −cos2 sin2
16

25

9

25

3

5
− →−−
ناحیۀ دوم

3

5

25 cosα = 25( ) = −15
−3

5

(0, 45)cosxsinx01

< x < ⇒ sinx < cosx ⇒ <30
∘

45
∘ sinx− −−−√ cosx− −−−

√

αsinα > cosα

αsinα < cosα

12

11
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π
4

π
4

5

12

 روي دایرة مثلثاتی داریم: 

    

    

می دانیم  لذا: 

      

ابتدا توجه کنید که زاویه  رادیان در ناحیه اول قرار دارد، زیرا:  گزینه 4  . 44

   

 از طرف دیگرطبق فرمول  داریم: 

 

   

 بنابراین: 

 

گزینه 4  . 45

 

حال  را محاسبه می کنیم.

 

بنابراین خواسته سؤال به صورت زیر است. 

 

 

گزینه 1  . 46

طرفین رابطۀ  را در  ضرب می کنیم.

 

، پس:   فرض می کنیم 

 

sin 1 > cos 1 , cos 2 < 0 , cos 1 > 0 → cos 2 < cos 1

| | + | |sin 1 − cos 1
(+)

cos 2 − cos 1
(−)

= sin 1 − cos 1 + cos 1 − cos 2 = sin 1 − cos 2

cos 2α = 1 − 2 αsin2

sin 1 − cos 2 = sin 1 − (1 − 2 1)sin2 = −1 + M + 2M 2

7

2π < 7 <
5π

2
⇒ 0 < sin 7 < 1 ⇒ −1 < − sin 7 < 0 ⇒ [− sin 7] = −1

sinα − cosα = sin(α − )2√
π

4

sin 2 − cos 2 = sin(2 − )2√
π

4

< 2 − <
π

3

π

4

π

2
⇒ < sin(2 − ) < 1

3√

2

π

4
⇒ < sin(2 − ) <

3

2

−−

√ 2√
π

4
2√ ⇒ [ sin(2 − )] = [sin 2 − cos] = 12√

π

4

[− sin 7] + [sin 2 − cos 2] = −1 + 1 = 0

sin( − α) ⋅ tan(α − ) = − sin( − α) ⋅ tan( − α)
11π

2

7π

2

11π

2

7π

2

= − sin(6π − − α) ⋅ tan(4π − − α) = − sin(− − α) ⋅ tan(− − α)
π

2

π

2

π

2

π

2

= (sin( + α))(− tan( + α)) = (cosα)(cotα) = (cosα)( ) = − cosα
π

2

π

2

−1

2√

1

2√
cosα

1 + α = → 1 + 2 = → α =tan2
1

αcos2

1

αcos2
cos2

1

3

→ cosα = ± cosα = −
3√

3
− →−−
ربع دوم 3√

3

cosα = (− ) = × =
−1

2√

−1

2√

3√

3

3√

3 2√

2√

2√

6√

6

− < α <20
∘

30
∘

2

− < α <20
∘

30
∘ − < 2α <−→

×2

40
∘

60
∘

2α = x

− < x < , cosx =40
∘

60
∘ 3m − 1

4

12
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طبق دایرة مثلثاتی مقابل اگر  مقدار  از  تا  افزایش یافته و سپس از  تا  کاهش می یابد، پس در کل

داریم: 

600

40

2

_

1

0

 

     

براي این که گلوله قبل از رسیدن به زمین به دیوار برخورد کند، باید  باشد، پس داریم:  گزینه 2  . 47

   

 طبق دایرة مثلثاتی مقابل براي آن که  باشد، باید زاویۀ  در محدودة  قرار داشته باشد. 

 

4
π

2
24

π_π

 

گزینه 2  . 48

می دانیم اگر  دو زاویه مکمل باشند، داریم:

 

از طرفی  ؛ پس:  ؛ بنابراین: 

  

ابتدا اجزاي عبارت داده شده را برحسب نسبت هاي مثلثاتی زاویه  می نویسیم.  گزینه 2  . 49

 

بنابراین: 

 

گزینه 2 بازة  را روي محور تانژانت ها مشخص می کنیم، حال زوایایی که تانژانت آن ها در بازة  قرار دارند به صورت زیر است:  . 50

− < x <40
∘

60
∘cosxcos(− )40

∘
11

1

2

< cosx ≤ 1
1

2
⇒ < ≤ 1

1

2

3m − 1

4
2 < 3m − 1 ≤ 4−→

×4

3 < 3m ≤ 5−→
+1

→ 1 < m ≤
5

3
⇒ m ∈ (1, ]

5

3

d >
3 2√

2

>
sin 2αv2

12

3 2√

2
>−→−

v=6 36 sin 2α

12

3 2√

2
⇒ 3 sin 2α >

3 2√

2
⇒ sin 2α >

2√

2

sin 2α >
2√

2
2α( , )

π

4

3π

4

< 2α <
π

4

3π

4
⇒ < α <

π

8

3π

8

α βو

α + β = π ⇒ α = π − β ⇒ cosα = cos(π − β) ⇒ cosα = − cosβ

+ = + = π
π

12

11π

12

5π

12

7π

12
⇒ cos = − cos , cos = − cos

π

12

11π

12

5π

12

7π

12

+ =
π

12

5π

12

π

2
cos = sin

5π

12

π

12

( + ) + ( + )cos2
π

12
cos2

11π

12
cos2

5π

12
cos2

7π

12
= 2 + 2 =cos2

π

12
cos2

5π

12
2 + 2 = 2cos2

π

12
sin2

π

12

15
∘

sin = sin( + ) = sin , sin( ) = sin( + ) = cos375
∘

360
∘

15
∘

15
∘

105
∘

90
∘

15
∘

15
∘

cos = cos( − ) = − cos165
∘

180
∘

15
∘

15
∘

B = = + = −3 tan − 2
3 sin + 2 cos15

∘
15

∘

− cos 15
∘

3 sin 15
∘

− cos 15
∘

2 cos 15
∘

− cos 15
∘ 15

∘

−3(2 − ) − 2 = 3 − 83√ 3√

[−1, 1][−1, 1]

13
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4
π

4
π3

4
π5

4
π7 1

1

_

tan

 یا  یا  

 جواب نهایی  

گزینه 4  . 51

ابتدا مزدوج هر کسر در داخل رادیکال را می نویسیم:

 

از طرفی چون  و  ، پس  و  و   و  نامنفی اند و هم چنین در ناحیه چهار مثلثاتی   و 

است. بنابراین: 

 

گزینه 4  . 52

می دانیم: 

گزینه 1  . 53

گزینه 4  . 54

  

≤ α ≤ 2π
7π

4
≤ α ≤

3π

4

5π

4
−1 ≤ tanα ≤ 1 0 ≤ α ≤− →−−

[0,2π] π

4

= [0, ] ∪ [ , ] ∪ [ , 2π]
π

4

3π

4

5π

4

7π

4

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

A = ( − )( − )
(1 + cosθ)2
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گزینه 2  . 55

می دانیم:  

داریم: 

، مزدوج مخرج را در آن ضرب و تقسیم می کنیم:  براي ساده کردن کسر  گزینه 2  . 56

  

  

 

طرفین اتحاد  را به توان  می رسانیم.  گزینه 3  . 57

 

حال با استفاده از اتحاد چاق و لاغر داریم:

 

در عبارت خواسته سوال، صورت و مخرج را بر  تقسیم می کنیم.  گزینه 2  . 58
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گزینه 1  . 59

می دانیم: 

گزینه 4  . 60

 طرفین را در  ضرب می کنیم.

گزینه 2  . 61

   :می دانیم 

   

داریم:  درناحیۀ دوم،  منفی است، پس: 

    

   

براي ایجاد  در صورت سؤال، صورت و مخرج کسر داده شده را به  تقسیم می کنیم.  گزینه 1  . 62
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باتوجه به اتحاد مزدوج داریم:  گزینه 2  . 63

 

 

می دانیم در معادلۀ خط  شیب خط برابر است با:     گزینه 3  . 64

   

با تقسیم صورت و مخرج کسر  بر  داریم: 

 

ابتدا عبارت داخل پرانتز را با مخرج مشترك گیري ساده می کنیم.  گزینه 3  . 65

 

طبق تساوي صورت سؤال داریم: 

 

چون این تساوي به ازاي هر برقرار است پس نسبت به  اتحاد است. یعنی: 

 

گزینه 4  . 66
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چون  است پس داریم:    گزینه 4  . 67

می دانیم که  است اکنون به بررسی گزینۀ  می پردازیم: 

 

چون در دایرة مثلثاتی  می باشد، بنابراین:  از طرفی داریم:  گزینه 2  . 68

 

 

با جاي گذاري عبارات بالا داریم: 

 

 

دو طرف تساوي  را به توان  می رسانیم:  گزینه 3  . 69

 از طرفی طبق اتحاد  داریم: 

  

گزینه 3  . 70

می دانیم  است.
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گزینه 1  . 71

می دانیم  ؛ پس: 

  در ربع سوم  ؛ پس  ؛ بنابراین: 

از اتحادهاي  و  استفاده می کنیم و ضابطۀ تابع را به صورت زیر بازنویسی می کنیم:  گزینه 3  . 72

 

از اتحاد مربع کامل استفاده می کنیم و مجدداً ضابطۀ تابع را ساده تر می کنیم: 

 

حال به طریق زیر برد تابع را حساب می کنیم:

چرا از  استفاده نکردیم؟!!

می دانیم  است. براي حل، عبارت داده شده را در  ضرب و تقسیم می کنیم.  گزینه 2  . 73

     

  

گزینه 4  . 74

 

  

 

 

با توجه به رابطۀ  داریم:  گزینه 2  . 75
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بنابراین داریم:

گزینه 2  . 76

 توجه کنید که:

 بنابراین: 

 

 

گزینه 4  . 77

می دانیم  است. 

 

 بنابراین داریم:

  چون طبق صورت سؤال  است پس  است.

بنابراین تنها  قابل قبول است. 

گزینه 2  . 78

می دانیم:   و    و  
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ابتدا توجه کنید که:  گزینه 2  . 79

 بنابراین می خواهیم حاصل عبارت  را به  دست آوریم. براي این کار عبارت  را در  ضرب و تقسیم می کنیم. 

با توجه به اتحاد  حاصل عبارت را به دست می آوریم. 

 

 

 

گزینه 2  . 80

می دانیم:
  

توجه کنید که  و    گزینه 3  . 81

بنابراین: 

   

 

 بنابراین با استفاده از اتحاد  می توانیم مقدار  را پیدا کنیم: 

گزینه 3  . 82

می دانیم:
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ابتدا کمی عبارت را ساده کنیم.   گزینه 2  . 83

 

 .  دقت کنید  که  و 

،  و  را نیاز داریم، که آنها را محاسبه می کنیم.   ،  ، براي حل سؤال مقادیر 

   

  

حال خواسته سوال را به دست می آوریم:

گزینه 2  . 84

 با توجه به شرایط داده شده داریم:

  

    

  

با توجه به رابطۀ  داریم:  گزینه 4  . 85

می دانیم: 
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گزینه 4  . 86

 

 

  

  

  

   

گزینه 2  . 87

  با استفاده از روابط فوق داریم:  

. بنابراین:   و  و 

عبارت را در  ضرب و تقسیم می کنیم. با توجه به رابطۀ  داریم:  

  

  

براي حل سؤال می توانیم از فرمول مثلثاتی  استفاده کنیم:  گزینه 1  . 88
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A

c

B
Ca

b

 تذکر: براي اثبات فرمول مثلثاتی  می توانیم به صورت زیر عمل کنیم: 

   

 . با در نظر گرفتن  ، داریم  . در نتیجه  گزینه 3  . 89

  

، رابطۀ فیثاغورث را می نویسیم:   حال در مثلث قائم الزاویه 

   

      ،        

 

گزینه 3  . 90

توجه: در محاسبۀ ضرب کسینوس ها، اگر کمان ها یک دنبالۀ هندسی باشند، باید عبارت را در سینوس کوچکترین کمان ضرب و تقسیم کنیم. 

 می دانیم:    

    

توجه کنیم که 

گزینه 4  . 91

 ضابطه تابع  را در  ضرب و تقسیم می کنیم.

 

 دقت کنید:  
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  .  از طرفی می دانیم  و  و البته: 

 

، در این صورت:  فرض کنید  گزینه 1  . 92

  

    

طبق دایرة مثلثاتی مقابل  و درنتیجه مقدار  منفی است:  

 

 

بنابراین با استفاده از اتحاد چاق و لاغر داریم: 

 

 پس عبارت موردنظر  برابر  است.  

به کمک اتحادهاي  و   تساوي داده شده را به صورت زیر ساده می کنیم:  گزینه 2  . 93
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، آن گاه  تعریف نمی شود. زیرا:   اکنون توجه کنید که اگر 

 

 اگر  باشد، آن گاه: 

 

ابتدا توجه کنید که:  گزینه 3  . 94

  

 

 اکنون عبارت را در  ضرب و بر آن تقسیم می کنیم و از فرمول  استفاده می کنیم.

 از طرف دیگر: 

 بنابراین: 

 

گزینه 4  . 95

 ابتدا مقدار  را به دست می آوریم.

 

از طرف دیگر:

 

. ، آن گاه  و در نتیجه  اگر 

 . ، آن گاه  و درنتیجه  اگر 

پس کمترین مقدار ممکن براي  برابر  است.

از اتحادهاي  و  استفاده می کنیم: گزینه 1  . 96
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1

2

A = = − = −
−4 sin cos cosπ

10

π
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π

5

4 cos π
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2 sin cosπ

5

π

5

4 cos π
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2π

5
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4π
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5π
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π
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π

2

π

10

π
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A = = −
− cos π

10
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1
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3

5

1 − xtan2

1 + xtan2
⇒ 3 + 3 x = 5 − 5 xtan2 tan2

8 x = 2 ⇒ x = ⇒ tanx = ±tan2 tan2
1

4

1

2

A = tan − cot = −
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2
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x

2
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x

2
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x

2

= = = −2 cotx
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x
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x

2

sin cos
x

2

x

2
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1

2
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1

2
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1

2
cotx = −2A = 4

A−4

sin 2x =
2 tanx

1 + xtan2
cos 2x =
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 قرار می دهیم  و نتیجه می شود:

 

پس بیشترین مقدار  برابر  است. 

ابتدا توجه کنید که:  گزینه 1  . 97

  

 از طرف دیگر: 

  

 درنتیجه: 

sin 5
6
π 1

2= sin 6
π 1

2=

sin 2
π 1=

1
2

 

  

. پس 

ابتدا مقدار  را به دست می آوریم.  گزینه 1  . 98

 

  اکنون مقدار  را حساب می کنیم.  

  

بنابراین:   

از فرمول مثلثاتی  استفاده می کنیم؛ یعنی در عبارت داده شده به جاي عبارت  از فرمول گزینه 1  . 99

 استفاده می کنیم: 

 

 

 مجدداً به جاي  از فرمول  استفاده می کنیم:

 

جواب است.  و چون  است، بنابراین گزینۀ 

راه حل اول: دو طرف تساوي داده شده را بر  تقسیم می کنیم:  گزینه 3  . 100

2( ) − = ⇒ =
2 tanx

1 + xtan2
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4 tanx − 1 + xtan2
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√
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−−

√

sinx cosx =
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4
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2
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4
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6
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1
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1
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2
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cos 2x = 1 − 2 x = 1 − 2( = 1 − =sin2
− 15√
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6 − 2 5√
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8

− 15√

4

cos 4x = sinx ⇒ 4x + x = ⇒ x =
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∘
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∘
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∘
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∘
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∘
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∘
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∘
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 بنابراین در هر دو حالت، حاصل  برابر  خواهد بود. 

راه حل دوم: 

   

  

گزینه 3  . 101

   می دانیم:

ابتدا فرض می کنیم:  و سپس طرفین آن را به توان  می رسانیم: 

 باید معادلۀ  را بر حسب  بنویسیم: 

  

گزینه 2  . 102

، بنابراین:  روش اول: می دانیم 

 

 روش دوم: 

، بنابراین:  می دانیم 

x + 4 sinx cosx + 5 x = 3 ⇒ + + =sin2 cos2
xsin2

co xs2

4 sinx cosx

xcos2

5 xcos2

xcos2

3

xcos2

⇒ x + 4 tanx + 5 = 3(1 + x) ⇒ x − 2 tanx − 1 = 0 ⇒ tanx = ⇒ tanx =tan2 tan2 tan2
2 ± 8√

2

2 ± 2 2√

2

⇒ tanx = 1 + tanx = 1 −2√ یا 2√

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

tan 2x = = = = = −1
2 tan x

1− xtan2

2(1+ )2√

1−(1+ 2√ )2

2+2 2√
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⇒ cos 2x + sin 2x = 0 ⇒ cos 2x = − sin 2x ⇒ tan 2x = −1

sin 2x = 2 sinx ⋅ cosx
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–
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7

9
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1

2

= −
π

12
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4

π

6
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π

4

π

6

1 − tan π

6
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6
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3
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3
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می دانیم  و  ، بنابراین داریم:  گزینه 2  . 103

 

گزینه 1  . 104

 

 

    

گزینه 4  . 105

   

 

پس خواسته سوال برابر است با: 

 

گزینه 2  . 106

 می دانیم:

   

گزینه 4  . 107

می دانیم: 

   

   

= = =cos2
π

12

1 + cos π

6

2

1 +
3√

2

2

2 + 3√

4

= = =sin2 π

12
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6

2
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2
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4
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12
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∘

40
∘
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∘

1 + tan2 20
∘
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∘
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∘
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∘
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∘
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∘
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∘

40
∘

: sinα cosα = sin 2αمی دانیم
1

2
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24

π

2

π

24

π
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1
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2
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2

= =sin2
π
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1 − cos
π

6

2
=

1 −
3√

2

2

2 − 3√

4

= =cos2
π
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1 + cos
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6

2
=

1 +
3√

2

2
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4
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2
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2
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2

4 cos 2x + 4 sin 2x = 0 ⇒ cos 2x + sin 2x = 0
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گزینه 2  . 108

 اگر دو نقطه  و  نسبت به خط  قرینه یکدیگر باشند داریم:   

چون نقاط  و  روي دایره مثلثاتی واقع اند با توجه به شکل نتیجه می گیریم:

 

sinα

α
0 cosα0

P ( xy, (

P (x y, (1

2

β

 

طبق صورت سوال داریم:  

 

از طرفی:  

 

چون:  

 

گزینه 3  . 109

  

، داریم:   با فرض 

   

   

 

می دانیم:   گزینه 4  . 110

A = − = − | tan | − tan = −
1

2

−−

√
2sin2 α

2

2cos2 α

2

− −−−−−

⎷


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

1
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2
=
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2 1
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2

1
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2

α

2
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2
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2

sinα = = = = cotα
1−2 sin2 α
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2 sin ⋅cos
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2

α

2

1−2sin2 α

2

sin α
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: cotα − tanα = 2 cot 2αمی دانیم

(x,y)P1P2y = x= (y,x)P2

P1P2

β = − α →π

2
متمم یکدیگرند⋅ β αو

⇒{ ⇒ tanβ = cotα
sinβ = cosα
cosβ = sinα

tanα − tanβ = 4 ⇒ tanα − cotα = 4 ⇒ −2 cot 2α = 4 ⇒ cot 2α = −2

1 + (2α) = ⇒ 1 + = ⇒ 2α = ⇒ sin(2α) = ±cot2
1

2αsin2
(−2)2 1

2αsin2
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1

5

5√

5
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π

2

⇒ sin(2α) = sin(π − 2β) = sin(2β) ⇒ sin(2α) + sin(2β) = 2 sin(2α) = ±
2 5√
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π

2
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3
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 : می دانیم

  

گزینه 4  . 111

می دانیم: 

3

3
π

3
π2

2
1

 

مقدار سینوس  در این بازه از  تا  متغیر است که کم ترین مقدار آن  است.

گزینه 3  . 112

می دانیم: 

گزینه 1  . 113

می دانیم:  

می دانیم  و  است. گزینه 4  . 114

 6 tan − 4(1 − tan ) = 5(1 + tan )− →−−−−−−−−−−

×(1+tan )2 x

2 x

2

2
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= cos 2(45 − α) = cos(90 − 2α) = sin 2α
1 − (45 − α)tan2

1 + (45 − α)tan2

≤ α ≤ ⇒ ≤ 2α ≤
π

6

π

3

π

3

2π

3

3√

2
1

3√

2

(sina + cosa = 1 + sin 2a , tana + cota =)2
2

sin 2a

sinx + cosx = 1 + sin 2x = ⇒ sin 2x =
4

3
− →−−

2 توان
16

9

7

9

+ = A tanx + cotx + =tanx
− −−−

√ cotx
− −−−

√ − →−−
2 توان

tanx cotx
− −−−−−−−

√
  

1

A2

→ + 2 = → + 2 = → + 2 = → = → A =
2

sin 2x
A2

2

7

9

A2
18

7
A2 A2

32

7

32

7

−−−

√

+ = (a + b − 2ab , + = (a + b − 3ab(a + b) , tana + cota =a2 b2 )2 a3 b3 )3
2

sin 2a

= =
x + xtan2 cot2

x + xtan3 cot3

− 2 tanx cotx(tanx + cotx)2

− 3 tanx cotx(tanx + cotx)(tanx + cotx)3

( − 2
2

sin 2x
)2

( − 3( )
2

sin 2x
)3

2

sin 2x

= = = = =
( − 2

5

2
)2

( − 3( )
5

2
)3

5

2

− 2
25

4

−
125

8

15

2

17

4

65

8

8 × 17

4 × 65

34

65

= 1 − sin 2a(sina − cosa)2cos 2a = a − acos2 sin2

31

مثلثات دوازدهم_سخت جهانی

https://alirezaafshar.org/ مرکز مشاوره تحصیلی علیرضا افشار

https://afshar.xyz همه رسانه های ما



      

     

گزینه 3  . 115

می دانیم: 

عبارت را در  ضرب و تقسیم می کنیم.

گزینه 2  . 116

میدانیم: 

می دانیم  است.  گزینه 4  . 117

توجه کنید که  است. 

            

             

 پس  است. 

می دانیم  و  و  است.  گزینه 4  . 118

        

      

گزینه 4  . 119

می دانیم: 

می دانیم  است. گزینه 2  . 120
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2

b

4

1

2

b

4
→ 2b = 4 → b = 2

a − b = 4

sin 2a = 2 sina cosa1 + cos 2a = 2 acos2tana + cota =
2

sin 2a

sin + sin15
∘

30
∘

1 + cos + cos30
∘

15
∘ +

1 + cos + cos30
∘

15
∘

sin + sin15
∘

30
∘ =

sin + 2 sin cos15
∘

15
∘

15
∘

2 + coscos215
∘

15
∘ +

2 + coscos215
∘

15
∘

sin + 2 sin cos15
∘

15
∘

15
∘

=
sin (1 + 2 cos )15

∘
15

∘

cos (2 cos + 1)15
∘

15
∘ +

cos (2 cos + 1)15
∘

15
∘

sin (1 + 2 cos )15
∘

15
∘ = tan + cot15

∘
15

∘ = = = 4
2

sin 30
∘

2

1

2

(sina ± cosa = 1 ± sin 2a , cos 2a = a − a)2 cos2 sin2

+ = 4 ⇒ = 4 ⇒ = 4
sinx+ cosx
sinx− cosx

sinx− cosx
sinx+ cosx

+(sinx+ cosx) 2 (sinx− cosx) 2

(sinx+ cosx)(sinx− cosx)

1 + sin2x+ 1 − sin2x

x− xsin2 cos2

⇒ = 4 ⇒ cos 2x = ⇒ cos 2x = cos ⇒ 2x = ⇒ x =
2

− cos 2x

−1

2

2π

3

2π

3

π

3

x + x = + = 3 + =tan2 cot2 tan2 π

3
cot2 π

3

1

3

10

3

a =tan2
1 − cos 2a

1 + cos 2a
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       پس

می دانیم که  و  است.  گزینه 1  . 121

        

     

گزینه 1  . 122

 توجه کنید که  رادیان معادل  است و  و  و  و  و 

 است، پس داریم: 

  

می دانیم که  و  و  است.  گزینه 3  . 123

      

          

با توجه به تساوي داده شده خواهیم داشت:  گزینه 1  . 124

  

  

  

  

=tan2
15

∘ 1 − cos 30
∘

1 + cos 30
∘ = =

1 −
3√

2

1 +
3√

2

2 − 3√

2 + 3√
→ tan =15

∘
×

2 − 3√

2 + 3√

2 − 3√

2 − 3√

− −−−−−−−−−−−−−−

⎷


 =

(2 − )3√
2

4 − 3

− −−−−−−−−

⎷


 = |2 − | = 2 −3√ 3√

=tan222٫5
∘ 1 − cos 45

∘

1 + cos 45
∘ = =

1 −
2√

2

1 +
2√

2

2 − 2√

2 + 2√
→ tan =22٫5

∘ ×
2 − 2√

2 + 2√

2 − 2√

2 − 2√

− −−−−−−−−−−−−−−

⎷


 =

(2 − )2√
2

4 − 2

− −−−−−−−−

⎷




= = ×
|2 − |2√

2√

2 − 2√

2√

2√

2√
= = − 1

2 − 22√

2
2√

:
tan + tan15

∘
60

∘

1 + tan 22٫5
∘ =

2 − +3√ 3√

1 + − 12√
= × =

2

2√

2√

2√
2√

1 − cosa = 2sin2
a

2
sina cosa = sin 2a

1

2

(1 − cos ) tan − sin
π

7

3π

7

π

7
= (2 ) tan( − ) − sinsin2 π

14

π

2

π

14

π

7
= 2 cot − sinsin2 π

14

π

14

π

7
= 2 × − sinsin2 π

14

cos π

14

sin π

14

π

7

= 2 sin cos − sin
π

14

π

14

π

7
= 2( sin ) − sin

1

2

2π

14

π

7
= sin − sin = 0

π

7

π

7

f( ) = 32 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
π

12
cos2 π

12
cos2 π

6
cos2 π

3
cos2

2π

3
cos2

4π

3

π

12
15

∘
cos =

π

12

2 + 3√
− −−−−−

√

2
cos =

π

6

3√

2
cos =

π

3

1

2
cos = cos(π − ) = − cos = −

2π

3

π

3

π

3

1

2

cos = cos(π + ) = −cos = −
4π

3

π

3

π

3

1

2

f( ) = 32( )( )( )( )( )
π

12

2 + 3√

4

3

4

1

4

1

4

1

4
= = =

3(2 + )3√

32

6 + 3 3√

32

6 + 27
−−

√

32

a + a = 1 − 2asin4 cos4
1

2
sin2tana + cota =

2

sin 2a
+ = − 2aba2 b2 (a + b)2

x + x =sin4 cos4
3

4
→ 1 − 2x =

1

2
sin2

3

4
→ 2x =

1

2
sin2

1

4
→ 2x =sin2

1

2

x + xtan2 cot2 = − 2 tanx ⋅ cotx(tanx + cotx)2 = − 2( )
2

sin 2x

2

= − 2
4

2xsin2
= − 2 = 6

4

1

2

− = ( − )( + )cot4
π

12
tan4

π

12
cot2

π

12
tan2

π

12
cot2

π

12
tan2

π

12

= (cot − tan )(cot + tan )( + )
π

12

π

12

π

12

π

12
cot2 π

12
tan2 π

12

= (2 cot )( )[(cot + tan − 2 ]
π

6

2

sin π

6

π

12

π

12
)2 cot tan

π

12

π

12
  

1

(2 × )( )[( − 2] = (2 ) × (4)[ − 2]3√
2

1

2

2

sin π

6

)2
3√ 4
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گزینه 3  . 125

     

  

اگر  دورة تناوب تابع  باشد، آنگاه با شرط  رابطۀ  برقرار است. بنابراین داریم:  گزینه 2  . 126

      

     

گزینه 2  . 127

، آن گاه کوچک ترین مقدار مثبت T را دورة تناوب می گویند.  می دانیم که اگر 

 

 با فرض اینکه  عددي صحیح باشد، داریم: 

   

 

   با توجه به اینکه  عددي صحیح باید باشد، با انتخاب  داریم:

بنابراین  دورة تناوب تابع است.

ها، تأثیري در دورة تناوب یک تابع ندارد. یعنی اگر دورة تناوب تابع  برابر  باشد، دورة تناوب ها و محور  به طور کلی انتقال نمودار یک تابع در راستاي محور  گزینه 1  . 128

توابع  و  نیز برابر  خواهد بود. همچنین دورة تناوب تابع  نیز برابر  خواهد بود. اما اعمالی مانند به توان زوج رساندن یا قدرمطلق گرفتن یا تبدیل  به

 می تواند دورة تناوب یک تابع را تغییر دهد. 

به عنوان مثال اگر تابع  را در نظر بگیریم، گزاره هاي «الف» و «ب» و «ج» و «د» به ترتیب به صورت  و  و  و

 خواهند بود که دورة تناوب هیچ یک  از آن ها با دورة تناوب تابع  برابر نیست.  

در تابع  دورة تناوب برابر  و در تابع  دورة تناوب برابر  و در تابع  نیز دورة تناوب برابر 

است و تابع  متناوب نیست، زیرا کمان آن خطی نیست، بنابراین تمام موارد داده شده داراي مثال نقض هستند و در هیچ یک از آن ها نمی توان ادعا کرد که دورة تناوب تابع

 تغییري نخواهد کرد. 

دورة تناوب تابع برابر  است، پس بازة  را به صورت زیر می نویسیم: گزینه 4  . 129

 

  بنابراین نمودار تابع در بازة  همان نمودار تابع در بازة  است. حال شیب خط گذرنده از نقاط  و  را می یابیم. 

 

  معادله خط گذرنده از نقطه  با شیب  بصورت زیر است. 

تابع زوج و فرد حذف شده!  گزینه 4  . 130

نمودار تابع نسبت به خط  متقارن است؛ پس:

 

= 8 × 14 × = a3√ 3√ → a = 8 × 14 → = = 3+ 1
a

14

− −−−−−
√ 8 + 1

− −−−
√

cos 4θ = −
1

9
⇒ 2 2θ − 1 = −cos2

1

9
⇒ 2θ =cos2

4

9
cos 2θ =− →−−−

cos2θ>0 2

3
⇒ 2 θ − 1 =cos2

2

3
⇒ θ =cos2

5

6

1 + θ =tan2
1

θcos2
⇒ θ = − 1 =tan2

6

5

1

5
⇒ f(− ) =

1

9

1

5

Ty = f(x)n ∈ Zf(x + nT ) = f(x)

f(28٫5) = f( × − 1٫5)2

 
T

15

 
n

= f(−1٫5) = −13 cos2
3π

4
= −13(

− 2√

2
)2 = −13( )

1

2
= −6٫5

f(f(28٫5)) = f(−6٫5) = f( × − 2٫5)−2

 n

2

 T

= f(−2٫5) = 7 sin( )
−5π

2
= −7

f(x + T ) = f(x)

f(x + T ) = f(x) ⇒ cos(x + T ) × x(−1 = cos(x) × (−1)[ ]x+T
π )[ ]x

π

T

π

cos(x + T ) × (−1 = cos(x) × (−1)[ ]+x
π

T
π )[ ]x

π

⇒ cos(x + T ) × (−1 × (−1 = cos(x) × (−1)[ ]x
π )

T
π )[ ]x

π

⇒ cos(x + T ) × (−1 = cosx)
T
π

T

π
T = π

cos(x + π) × (−1 = − cosx × (−1) = cosx)
π
π

T = π

xyy = f(x)T

f(x) ± kf(x ± a)Tkf(x)Tx

g(x)

y = sinxy = 4 sin( + 1)
x

2
y = | sinx|y = 2 x + 5sin2

y = 3 sin( ) + 4x2y = sinx

y = 4 sin( + 1)
x

2
T = = 4π

2π

1

2

y = | sinx|T = πy = 2 x + 5sin2π

y = 3 sin( ) + 4x2

f

T = 4(106, 107)

(106, 107) = (26 × 4 + 2, 26 × 4 + 3)

(106, 107)(2, 3)(2, 1)(3, 0)

m = = = −1
−y2 y1

−x2 x1

0 − 1

3 − 2

(106, 1)m = −1

y − 1 = −1(x − 106) ⇒ y = −x + 107

x = 1

f(2 − x) = f(x)
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 نمودار تابع نسبت به خط  متقارن است؛ پس:

 

 :  در رابطۀ دوم به جاي  قرار می دهیم: 

 

؛ بنابراین  دورة تناوب است. حال بررسی می کنیم آیا  هم  دورة تناوب است. در رابطۀ اول به جاي  قرار ، پس   از طرفی 

 : می دهیم 

 

، پس  کوچک ترین دورة تناوب است.  و دلیلی نداریم که 

گزینه 1  . 131

در رابطۀ داده شده  را با با x + 4 جایگزین می کنیم.

 تابعی متناوب با دورة تناوب  است.

     

گزینه 3  . 132

در  تابع متناوب  با دورة تناوب  داریم:

] بصورت زیر است.  ضابطۀ تابع در بازة [

    

اگر  به بازه هایی به شکل  متعلق باشد؛ مانند  و ... آنگاه،  ؛ درنتیجه:  گزینه 4  . 133

  

 و اگر  به بازه هایی به شکل  متعلق باشد؛ مانند  و ... آنگاه  ؛ درنتیجه: 

  

» چنین است.   پس باید نموداري را انتخاب کنیم که در بازه هایی مانند  و  بالاي محور  هاست و در بازه هایی مانند  و  پایین محور  هاست. نمودار گزینۀ «

گزینه 2  . 134

 با توجه به شکل روبه رو به راحتی پی می بریم که دوره ي تناوب اصلی تابع  برابر می باشد. از طرفی عرض از مبدأ این تابع

برابر  است یعنی:

 

3

10 5
x

y

توجه کنید که دوره ي تناوب تابع  برابر  است. 

چون به ازاي  ، تابع ابتدا نزولی می باشد، پس مقدار  منفی می باشد، یعنی  است. داریم:

x = 3

f(6 − x) = f(x)

xx + 4

f(6 − (x + 4)) = f(x + 4) ⇒ f(2 − x) = f(x + 4)

f(2 − x) = f(x)f(x + 4) = f(x)t = 4t = 2x

x + 2

f(2 − (x + 2)) = f(x + 2) ⇒ f(x + 2) = f(−x)

f(−x) = f(x)t = 4

x

f(x + 8) = − = − = f(x) ⇒ f(x + 8) = f(x)
1

f(x + 4)

1

−1

f(x)
fT = 8

f(x) ={
−x + 2

2x − 4

0 ≤ x ≤ 2

2 ≤ x < 4

f(21) = f(21 − 16) = f(5) = f(1 + 4) = − = −1
1

f(1)

fT

n inZ : f(x ± nT ) = f(x)

0, 4

f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x

− x + 3
1

2

0 ≤ x ≤ 2

2 ≤ x < 4

{
f(21) = f(21 − 5T ) = f(21 − 20) = f(1) = 1

f(23) = f(23 − 5T ) = f(23 − 20) = f(3) = 1٫5
⇒ = جمع2٫5

x[2k, 2k + 1)[−2, −1) ، [2, 3) ، [0, 1)(−1 = 1)[x]

(−1 f(x) = |f(x)|)[x] ⇒ f(x) = |f(x)| ⇒ f(x) ≥ 0

x[2k − 1, 2k)[−1, 0) ، [1, 2)(−1 = −1)[x]

(−1 f(x) = |f(x)|)[x] ⇒ −f(x) = |f(x)| ⇒ f(x) ≤ 0

[0, 1)[2, 3)x[1, 2)[3, 4)x4

y = a + sin(bπx)T = 4

3f(0) = 3 → a = 3

y = sinkxT =
2π

|k|

y = a + sin( x) ⇒ = T = = = = 4 ⇒ |b| = → b = ±bπ
 
k

دوره ی تناوب
2π

|k|

2π

|bπ|

2

|b|
− →−
T=4 2

|b|

1

2

1

2

x > 0bb = −
1

235
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اگر  زوج باشد آنگاه:  گزینه 1  . 135

اگر  فرد باشد آنگاه: 

تابع  ویژگی هاي بالا را دارد.

توان فرد روي دورة تناوب تأثیر ندارد ولی توان زوج دورة تناوب را نصف می کند و می دانیم دورة تناوب  و  از رابطۀ  به دست گزینه 4  . 136

می آید. 

ابتدا توجه کنید که:   گزینه 1  . 137

از روي نمودار معلوم است که نصف دورة تناوب تابع برابر  است. پس: 

 

 همچنین کمترین مقدار تابع برابر  است. پس: 

 

چون نمودار تابع  شبیه نمودار تابع  است، پس  باید مثبت باشد، بنابراین: 

 

گزینه 1  . 138

یعنی: 

 

دورة تناوب تابع  به صورت  است، پس داریم: 

 

دورة تناوب تابع برابر  است.  گزینه 3  . 139

ماکزیمم تابع برابر  است، پس:

 

y = 3 + sin(− πx)
1

2

⇒ y( ) = 3 + sin(− π) = 3 − sin(4π + ) = 3 − sin = 3 − = 2٫5
25

3

25

6

π

6

π

6

1

2

[ ]x

(−1 f(x) = | | ⇒ f(x) = | | ⇒ f(x) ≥ 0)[x] f(x) f(x)

[ ]x

(−1 f(x) = | | ⇒ −f(x) = | | ⇒ f(x) ≤ 0)[x] f(x) f(x)

f(x) = sinπx

y = sinaxy = cosaxT =
2π

|a|

T = = 12π

f(x) = x ⇒ = =sin2 3

4
T1

π

3

4

4π

3

g(x) = x ⇒ = = 3π =cos3 2

3
T2

2π

2

3

9π

3

⎫
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⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
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ک م م

36π

3

f(x) = a sin(bx − ) = −a cos(bx)
π

2

3

= 3 ⇒ T = 6 ⇒ = 6 ⇒ |b| =
T

2

2π

|b|
π

3

−3

|−a| = 3 ⇒ a = ±3

fy = − cosxa

f(x) = −3 cos(± x) = −3 cos( x)
π

3

π

3

f( ) = −3 cos( × ) = −3 cos( ) = −3 cos(π − ) = 3 cos =
5

2

π

3

5

2

5π

6

π

6

π

6

3 3√

2

−1 ≤ sin bx ≤ 1 ⇒ −a ≤ a sin bx ≤ a ⇒ −a + c ≤ a sin bx + c ≤ a + c

= [c − a , c + a] ⇒ { ⇒ c = , a =Rf
c + a = 6

c − a = −1

5

2

7

2

f(x) = a sin bx + cT =
2π

|b|

T = = 4 ⇒ = 4 → b =
2π

|b|

2π

b

π

2

f(x) = sin( x) + ⇒ f( ) = × + :پس=
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2

π

2
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3
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2

1

2

5

2
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4

π

T = π ⇒ = π ⇒ |b| = 2 ⇒ b = ±2
2π
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،  مختلف العلامت هستند و داریم:  تابع در اطراف  نزولی است، پس 

، تابع  را ساده می کنیم:  ابتدا به کمک رابطۀ  گزینه 2  . 140

 می دانیم تابع  در  تعریف نمی شود، بنابراین دامنۀ تابع  به صورت  می باشد، درنتیجه داریم: 

  

 حال نمودار تابع  را با شرط  رسم می کنیم.
y

π
4

__ π
4

π
4

3
x

π
4

5π
4

3

با توجه به شکل، دورة تناوب تابع برابر  است. 

تابع  براي  تعریف نمی شود.  گزینه 4  . 141

    

 چون  نامنفی است، پس: 

   

 پس دامنۀ تابع  است، بنابراین اعداد  و  در دامنۀ تابع قرار ندارند. 

تابع را به صورت دوضابطه اي نوشته و نمودار هر ضابطه را رسم می کنیم:  گزینه 3  . 142

 

y

xπ_ π π2

y= sin2
1 2x_

  

y

x
2
1

π_

π π2

y= sin2
1 2x

می دانیم  در بازه هاي  و  و  مقدار سینوس مثبت و در بازه هاي  و  و  مقدار سینوس منفی است. بنابراین نمودار  به صورت زیر می باشد: 

y

xπ_ π
π2

π3
π4

 درنتیجه دورة تناوب تابع  برابر  می باشد.
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،  مرتبه تکرار شده است. پس اگر دورة تناوب تابع را  درنظر بگیریم، داریم:  باتوجه به شکل تابع در بازة  گزینه 2  . 143

 

 حال اگر ضابطۀ تابع را تا حد امکان ساده کنیم به ضابطۀ زیر می  رسیم: 

       

همچنین از روي نمودار، مقدار مینیمم تابع برابر صفر است، داریم: 

 

 .  از آنجا که نمودار تابع در اطراف صفر روند کاهشی دارد، پس  بوده و داریم 

پس خواهیم داشت: 

   

   

گزینه 2  . 144

می دانیم:   

    

  

 چون بلافاصله بعد از محور عرض ها، نمودار صعود پیدا کرده است، بنابراین باید ضریب پشت سینوس مثبت باشد، بنابراین ضریب کمان سینوس باید مثبت باشد پس  است. 

     

 

دورة تناوب اصلی تابع  برابر است با:  گزینه 4  . 145

 

 

دورة تناوب تابع خواسته شده برابر ك.م.م  و  است یعنی داریم: 

 

عبارت زیر رادیکال نباید منفی باشد، پس:  گزینه 4  . 146

  

[0, ]
5

3
1٫5T

1٫5T = → T = → T =
5

3

3

2

5

3

10

9

f(x) = +2 − a sin( + )
bπx

2

3π

2
= +2 + a cos( )

bπx

2
→ T =

2π

∣ ∣bπ

2

=
4

∣b∣
→

4

∣b∣
=

10

9
→∣ b ∣=

18

5
→ b = ±

18

5

→ min = − ∣ a ∣ +2 = 0 →∣ a ∣= 2

a > 0a = 2

{
b =

18

5

a = 2

→ 5b − a = 18 − 2 = 16 → 16
−−

√ = 4

{
b = −

18

5

a = 2

→ 5b − a = −18 − 2 = −20 → −20
− −−

√ → غیرقابل قبول

y = sinax T =− →−−−
دورۀ تناوب 2π

|a|

5 = 10− →−−−−−
با توجه به شکل T

4
⇒ 5T = 40 ⇒ T = 8

⇒ = 8
2π

|a|
⇒ |a| =

π

4
⇒ a = ±

π

4

a =
π

4

f(x) = b + sin x
π

4
2 = b + 0− →−−−

صدق
∣

∣
∣

0

2

⇒ b = 2 ⇒ f(x) = 2 + sin x
π

4

f(15) = 2 + sin = 2 + sin(4π − ) = 2 − sin
15π

4

π

4

π

4
= 2 − =

2√

2

4 − 2√

2

y = − 2 ( − )
π

3
sin5

π

3

3πx

k

T = = ⇒ = 6π
2π

∣
∣

−3π

k
∣
∣

1

3

∣

∣
∣

3π

k

∣

∣
∣

⇒ ⇒ |k| =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= 6π ⇒ k =
3π

k

1

2

= −6π ⇒ k = −
3π

k

1

2

1

2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

tan( x) → = = = =
3k

2
T1

π

∣
∣
∣

3k

2

∣
∣
∣

π

|k|
3

2

π
3

4

4π

3

4 sin( − x) → = = = =π

4

3k

4
T2

2π

∣
∣
∣

−3k

4

∣
∣
∣

2π

|−k|
3

4

2π

3

8

16π

3

T1T2

T = [ , ]=
4π

3

16π

3

16π

3

y = ⇒ 2 sinx − 1 ≥ 0 ⇒ sinx ≥2 sinx − 1
− −−−−−−−

√
1

2

38

مثلثات دوازدهم_سخت جهانی

https://alirezaafshar.org/ مرکز مشاوره تحصیلی علیرضا افشار

https://afshar.xyz همه رسانه های ما



از روي دایرة مثلثاتی باید کمان هاي  را چنان بیابیم که  باشد. 

π- π
6

π
6

2
1

بیشترین مقدار تابع برابر  است. پس:  گزینه 1  . 147

 

 .  پس کمترین مقدار تابع برابر  است. درنتیجه 

 

. با توجه به اینکه اولین بار در سمت راست محور عرض ها، تابع در  مینیمم شده است، پس  باید کمترین مقدار ممکن مثبت را داشته باشد. یعنی 

 . درنتیجه 

می دانیم که در تابع  اگر  باشد، تابع در نقطۀ شروع  صعودي خواهد بود و اگر  باشد، نزولی خواهد بود.  گزینه 3  . 148

توجه: 

 

 با توجه به شکل، منحنی دو بار تکرار شده است. پس عدد  دو برابر دورة تناوب تابع است. 

 

 کم ترین مقدار تابع  زمانی ایجاد می شود که مقدار سینوس عدد  یا  باشد و با توجه به شکل مقدار  عدد  است. پس: 

 

گزینه 4  . 149

ها قرینه کنیم، تابع  اگر نمودار تابع  را  واحد به سمت چپ منتقل کنیم و نسبت به محور 

 به دست می آید که به صورت زیر است: 

برد تابع با توجه به شکل برابر است با: 

 

 

توجه کنید که:  

 

عبارت زیر رادیکال نباید منفی باشد، پس:  گزینه 2  . 150
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از روي دایرة مثلثاتی باید کمان هاي  را چنان بیابیم که  باشد، پس:  

π- π
4

π+ π
4

2-
2

گزینه 4  . 151

    

 

به کمک انتقال نمودار  داریم: 

2
π

π2
π-π-2

π3-

y

x

1

1-

3
πبه سمت

راست 3
π

6
π-

6
π5

y

x3
π4

3
π2-6

π7- انقباض باضریب2
xدر راستای

1

1-

6
π

12
π- 12

π5

y

x3
π2

3
π-12

π7- انبساط باضریب3
yدر راستای

1-

1

6
π

π- 12
π5

y

x3
π2

3
π-12

π7- 12

3-

3

خط  نمودار تابع را در دو نقطه قطع می کند، پس گزینۀ  نادرست است. 

گزینه 1  . 152

می دانیم در  باید  باشد.

    

 یعنی اعداد صحیح مضرب  نباید در دامنۀ تابع قرار داشته باشند.  

از طرفی به دلیل عبارت زیر رادیکال باید داشته باشیم: 

     

 چون باید مضارب صحیح  را از این مجموعه اعداد حذف کنیم، اعداد  و  و  از این مجموعه حذف می شوند و تعداد اعداد باقی مانده برابر  خواهد بود. یعنی دامنۀ تابع

شامل  عدد صحیح است. 
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گزینه 4  . 153

 باید قسمت هایی از نمودار  را که بین دو خط افقی  قرار دارد. روي 

خط  تصویر کنیم. 

نمودار تابع  بصورت زیر است.

 

x

y

1

π
2

π

π
2

3
π2

1-

= sin xy

 

x

y

1

1-
π
2

π
2

3
π2π

الف) متناوب نیست  ب) متناوب نیست ج) متناوب نیست  گزینه 3  . 154

د) متناوب است  و دوره تناوب آن  است  

هـ) متناوب است و دوره تناوب آن  است و) متناوب است و دوره تناوب آن می تواند هر عدد گویا باشد  

ز) متناوب است و دوره تناوب آن  است. 

نکته: در توابع مثلثاتی اگر کمان از درجه یک نباشد متناوب نیست اگر توابع مثلثاتی با دیگر توابع از درجه بزرگ تر یا کم تر، جمع، ضرب و ... شوند آن تابع دیگر متناوب نیست.

 . ابتدا توجه کنید که  گزینه 3  . 155

از روي نمودار معلوم است که  دورة تناوب تابع برابر  است. پس: 

 

 از طرف دیگر حداکثر مقدار تابع برابر  است. پس: 

چون نمودار تابع  در اطراف  شبیه نمودار  است، پس  باید منفی باشد و درنتیجه: 

  

ابتدا ضابطۀ تابع را ساده می کنیم.  گزینه 1  . 156

 

 اکنون توجه کنید که طول نقاط ماکزیمم و مینیمم متوالی تابع به اندازة  اختلاف دارند که با نصف دورة تناوب تابع برابر است. پس: 

  

 از طرف دیگر ماکزیمم و مینیمم تابع به ترتیب برابر  و  هستند. پس: 

 

 با توجه به این که نمودار در اطراف نقطه  شبیه نمودار  است. پس  و  مختلف العلامت هستند یعنی  و  هم علامت هستند. پس  و  یا 

و 

.   در هر صورت 

حداکثر مقدار تابع برابر  است. پس:  گزینه 3  . 157
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از طرف دیگر  

 

.  ضمناً براي اولین بار در سمت راست مبدأ، تابع در  صفر شده است یعنی  براي اولین بار  است. پس  باید برابر  باشد و در نتیجه 

اگر طول نقاط نمودار تابع  را بر  تقسیم کنیم، نمودار تابع  به دست می آید. تابع  و تابع  وضعیت یکنوایی یکسان دارند.  گزینه 3  . 158

4
3π 2

5 π4
3 π 2

3π4
3 π 2

π

مطابق شکل، تابع روي بازة  اکیداً صعودي است. 

پس حداکثر مقدار  برابر  است. 

گزینه 4  . 159

بر روي دایره ي مثلثاتی کمان هاي  و  را پیدا کرده و مینیمم مقدار کسینوس را یکبار در بازه ي  و یکبار در بازه ي  بدست می آوریم. 

 

می دانیم  است. بنابراین داریم:  گزینه 3  . 160

 با توجه به شکل مقدار مینیمم تابع برابر صفر است. بنابراین داریم: 

 

 همچنین با توجه به شکل اگر  دورة تناوب تابع باشد، داریم: 

    

 چون شکل تابع در اطراف صفر به صورت صعودي است پس  می باشد. بنابراین:  

 

؛ پس در اینجا:  ، ماکزیمم و مینیمم به ترتیب برابر است با:  و  در توابع  و  گزینه 1  . 161
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یادآوري: حاصل ضرب ریشه هاي معادلۀ  برابر  است. 

به کمک اتحادهاي مثلثاتی ضابطه تابع را ساده تر می کنیم:  گزینه 2  . 162

  حال دقت کنید که به ازاي  داریم،  که ضابطه آن برابر  است؛ اما دقت کنید که دامنه تابع تغییر کرده؛ پس از روي ضابطه اول دامنه را

می یابیم: 

  

 

 چون فاصله نقاط تعریف نشده تابع برابر  است؛ دوره تناوب این تابع همان  است. 

π
8

_

y

x

π
4

π
8

3 π
8

5

π
4

3

π
8

7

 

ابتدا به کمک روابط  و  تابع را به صورت ساده تر می نویسیم:  گزینه 1  . 163

  

 حال نمودار تابع  را رسم می کنیم: 

y

xπ_ π π2 π3

y

xπ_ π π2 π3

y= tanx
2 y = tanx

2

 با توجه به نمودار، دورة تناوب  برابر  است درنتیجه در بازة  تابع صعودي و در بازة  تابع نزولی می باشد.

، عبارت داده شده را ساده می کنیم:  با توجه به اتحادهاي  و  گزینه 2  . 164
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با توجه به رابطۀ  داریم:  گزینه 4  . 165

 

 از روي نمودار مینیمم آن برابر صفر است. 

 

 همچنین  ریشۀ تابع موردنظر است. بنابراین: 

 با توجه به شکل  دومین ریشۀ مثبت تابع است پس: 

ابتدا توجه کنید که اگر  زوج باشد، آن گاه:  گزینه 2  . 166

 

 و اگر  فرد باشد آن گاه: 

  

 . . در نتیجه  و در نتیجه   اکنون فرض کنید 

از طرف دیگر نمودار تابع  به صورت مقابل است: 

 

1 32 4 5

واضح که اگر  زوج باشد آن گاه  و درنتیجه: 

 

 و اگر  فرد باشد آن گاه  و درنتیجه: 

 

می دانیم در توابعی به شکل کلی  یا  مقادیر ماکزیمم و مینیمم به ترتیب  و گزینه 1  . 167

 و دورة تناوب تابع به صورت  است. همچنین در توابعی به شکل کلی  یا  با فرض

 مقادیر ماکزیمم و مینیمم به ترتیب  و d و دورة تناوب تابع به صورت  است و اگر  باشد، مقادیر ماکزیمم و مینیمم به ترتیب  و  و دورة تناوب

به صورت  است. بنابراین در تابع  داریم: 

 

 و در تابع  داریم: 

 

 بنابراین داریم: 
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گزینه 1  . 168

    

ها را در نقطه اي به عرض  قطع می کند، پس داریم:  چون نمودار تابع، محور 

   

، اگر شکل مربوطه با شروع از نقطۀ  به صورت هاي زیر باشد داریم:   نکته: در تابع  گزینه 4  . 169

ab <0 ab<0

 پس با توجه به نکتۀ بالا در این تابع  است. از طرفی در تابع  مقادیر ماکزیمم و مینیمم به ترتیب  و  است. بنابراین: 

 

 حال با توجه به اینکه  عددي کوچک تر از  است علامت  را تعیین می کنیم: 

  

   

،  بار تکرار شده است، درنتیجه داریم:  هم چنین نمودار تابع در بازة 

    

 

می دانیم مقدار تابع  در  صحیح می شود. بنابراین ضابطه و نمودار تابع  به صورت زیر حاصل می شود:  گزینه 3  . 170
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3

 

 با توجه به نمودار، دورة تناوب تابع  برابر  است. 

گزینه 1  . 171

 ابتدا ضابطۀ تابع را ساده می کنیم.
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 بنابراین دورة تناوب تابع برابر  است.

کمترین مقدار تابع برابر  است، پس:  گزینه 2  . 172

  

 .  چون نمودار تابع  در نقطۀ  مینیمم است، پس  قابل قبول است.  زیرا در این صورت 

اکنون توجه کنید که نمودار تابع  از نقطۀ  عبور می کند، پس: 

  

 چون تابع  در  براي بار دوم در نقطه اي با طول مثبت برابر صفر شده است، پس: 

  

 بنابراین 

دورة تناوب برابر  است. در مثلث قائم الزاویه، ارتفاع وارد بر وتر، واسطه هندسی بین دو قطعه اي است که روي وتر ایجاد می کند.  گزینه 3  . 173

 

  

ابتدا نمودار  را رسم می کنیم:  گزینه 2  . 174
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x_ π2 π4

y= cosx

2

y

x_ 2 4

y= cos xπ

، پس دامنۀ تابع  برابر  می باشد، بنابراین داریم:   می دانیم 

  

 حال نمودار تابع  با شرط  را رسم می کنیم:

2

y

x
_ 2 4

1_ 31

 با توجه به نمودار، دورة تناوب تابع  برابر  است. 

گزینه 1  . 175

صورت و مخرج کسر را بر  تقسیم می کنیم.

   

برابر  است، پس:  می دانیم دورة تناوب 
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گزینه 3  . 176

 می دانیم:
  

عبارت عبارتی همواره نامثبت است، پس:

 

ك  . م . م  برابر است با:

ابتدا نمودار تابع را با توجه به صورت سؤال رسم می کنیم:  گزینه 2  . 177

π2

y

x

 

  

گزینه 1  . 178

ابتدا ضابطه را به صورت زیر ساده می کنیم و سپس داریم:

 

   

 در همسایگی راست  تابع نزولی می باشد، پس  و در نتیجه  یعنی  و  هم علامت هستند، پس ضابطه را به صورت زیر فرض می کنیم: 

 

ها می باشد.  ها در قسمت مثبت محور   طول  دومین نقطۀ تلاقی نمودار با محور 

ابتدا ضابطۀ تابع را به صورت زیر ساده می کنیم:  گزینه 2  . 179

 

 

 

 بنابراین نمودار تابع  f به صورت زیر به دست می آید. 

          
y = f(x)

πππ
4 2 4

π3

2

 

توجه کنید که اگر  آن گاه  و اگر  آن گاه  بنابراین:  گزینه 2  . 180
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پس نمودار تابع  به صورت زیر است و دورة تناوب آن برابر  است.  

 

دورة تناوب تابع  برابر  است.   گزینه 2  . 181

دورة تناوب تابع  برابر  است. پس: 

 

نمودار تابع  و نمودار تابع  با شرط  روي بازة  در شکل مقابل رسم شده اند و دو نقطه برخورد دارند.  

 

f

g
π

2

توجه کنید که اگر  آن گاه نمودار تابع  قرینۀ نمودار مقابل نسبت به محور عرض ها خواهد بود و در این حالت هم دو نقطۀ برخورد وجود دارد.  

] بصورت زیر است.  ] در بازة [ حاصل [ گزینه 4  . 182

 

 پس ضابطه تابع و نمودار آن چنین است: 

π2π
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[y= + x1 cos [ xsin
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براي آنکه تابع   روي بازهي  بیشترین مقدار را داشته باشد، باید حاصل   کمترین مقدار، یعنی مقدار  را گزینه 3  . 183

به خود بگیرد. پس داریم: 

 

حال براي تعیین تعداد جوابهاي این معادله در بازهي  کافی است به  اعداد صحیح را نسبت دهیم: 
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، داراي  جواب است. بنابراین معادله ي فوق در بازه ي 

گزینه 4  . 184

میدانیم  

 توجه کنید که  است.

گزینه 4  . 185

   

 

 

  

 

 دقت کنید که  است روي همین اصل داریم:

 

ابتدا معادله داده شده را به کمک اتحاد یک جمله مشترك تجزیه می کنیم:   گزینه 1  . 186

 

با حرکت روي دایره مثلثاتی از   تا   می بینیم تنها در صورتی که   باشد  معادلۀ   داراي یک جواب   خواهد بود.  

3 π
2

π
2-

گزینه 3  . 187

، پس: می دانیم 

[−1, 1]3

cos 2a = a − acos2 sin2

x − x = ⇒ ( x − x) = ( ⇒ − cos 2x =sin4 cos4 sin2
5π

4
sin2 cos2 ( x + x)sin2 cos2

  
1

− 2√

2
)2

1

2

cos 2x = − = cos → 2x = 2kπ ± ⇒ x = kπ ±
1

2

2π

3

2π

3

π

3

sin = sin(π + ) = − sin = −
5π

4

π

4

π

4

2√

2

: sinu = sinv ⇒ u = 2kπ + v , u = 2kπ + π − vنکته

sin 5x + sin 4x = 1 + → sin 5x = − sin 4x → sin 5x = sin(−4x)cosπ  
−1

→{
5x = 2kπ − 4x → 9x = 2kπ → x =

2kπ

9

5x = 2kπ + π + 4x → x = 2kπ + π

x = →
2kπ

9

k

x

0

0

1

2π

9

2

4π

9

3

6π

9

4

8π

9

⋯

⋯

9

2π

x = 2kπ + π x = π− →−−−
0≤x≤2π

= + πمجموع جواب ها
2π + 4π + 6π + ⋯ + 18π

9

= + π = + π = 10π + π = 11π
(2 + 4 + 6 + ⋯ + 18)π

9

90π

9

2 + 4 + 6 + ⋯ + 2n = n(n + 1)

2 + 4 + 6 + ⋯ + 18 = 9(9 + 1) = 90

x + (2 − m) sinx − 2m = (sinx + 2)(sinx − m) = 0sin2

⇒ {
sinx + 2 = 0 ⇒ sinx = −2 → جواب ندارد⋅

sinx − m = 0 ⇒ sinx = m

−π

2

3π

2
m = 1sinx = mx =

π

2

tan( − x) = cotx
3π

2

49

مثلثات دوازدهم_سخت جهانی

https://alirezaafshar.org/ مرکز مشاوره تحصیلی علیرضا افشار

https://afshar.xyz همه رسانه های ما



گزینه 1  . 188

ضرب دو عبارت صفر شده پس تک تک آن ها را مساوي صفر قرار می دهیم.

 

β α

1
3-

 

براي  دو جواب در ناحیۀ اول و دوم وجود دارد.

α

3
22

 

  

 اما باید دقت کرد که این دو جوابی که براي  و  به دست آمده یکسان نباشد. چون:   

پس در نهایت این معادله دو ریشۀ متمایز دارد. 

تذکر: هر زاویه اي که سینوس آن  باشد، کسینوس آن  یا  است، زاویه اي که در ربع اول است، کسینوس آن  و زاویه اي که در ربع دوم است، کسینوس آن

 است. پس ریشه جدیدي ایجاد نمی کند. 

گزینه 1  . 189

می دانیم: 

اما اگر  فرد باشد، هم سینوس و هم کسینوس به علت قرار گرفتن در ربع سوم منفی خواهند شد که در این صورت در دامنۀ تعریف لگاریتم قرار ندارند. پس ضریب  باید حتماً زوج باشد.

دو زاویۀ   و   متمم یگدیگرند، زیرا:  گزینه 1  . 190

 

  :پس

 توجه کنید که وقتی  باشد، آنگاه  و  است.

گزینه 1  . 191

αβ

2
3

 

 ریشه دارد.   

(sinx − tanx) tan( − x) = cos ⇒ (sinx − tanx) cotx = cos(π + )
3π

2

4π

3

π

3

⇒ sinx cotx − tanx cotx = − cos ⇒ sinx ⋅ − 1 = − cos ⇒ cosx − 1 = −
π

3

cosx
sinx

π

3

1

2

⇒ cosx = = cos ⇒ x = 2kπ ±
1

2

π

3

π

3

3 sinx − 1 = 0 ⇒ sinx =
1

3

sinx =
1

3

3 cosx − 2 = 0 ⇒ cosx = ⇒ √2یک ریشه دارد.
2 2√

3

sinxcosx( + ( = 1
1

3
)2

2 2√

3
)2

1

3

2 2√

3
−

2 2√

3

2 2√

3

−
2 2√

3

= x → = NlogNb bx

= 1 → cosx = sinx cotx = 1 ⇒ x = kπ + α ⇒ x = kπ +logcos x
sinx − →−−−

÷ sin x π

4

kπ

(α + )
π

6
( − α)
π

3

( + α) + ( − α) = + = ⇒ cos( + α) = sin( − α) = − sin(α − )
π

6

π

3

π

6

π

3

π

2

π

6

π

3

π

3

sin 4x = sin(α − ) − sin(α − ) = 0 4x = kπ ⇒ x =
π

3

π

3
− →−−−−
حالت خاص kπ

4

α + β =
π

2
sinα = cosβcosα = sinβ

(3 sinx − 2)(3 cosx − ) = 05√

23 sinx − 2 = 0 ⇒ sinx =
2

3
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5
3

γ

 

 ریشه دارد.   

حال باید دقت کنیم که آیا این دو معادله ریشه مشترك دارند یا خیر اگر ریشه مشترك داشته باشند پس حتما جوابی موجود است که در هر دو معادله صدق کند

 پس این دو معادله یک ریشه مشترك در ناحیه اول دایره مثلثاتی دارند پس معادله در کل داراي  ریشه است. 

می دانیم:   گزینه 3  . 192

نکته:    و    گزینه 4  . 193

طبق صورت سؤال داریم: 

  

 

  

 

گزینه 1  . 194

 

 جوابهاي  توسط  تولید می شوند، پس جواب کلی بصورت  است.

گزینه 3  . 195

می دانیم  و  

13 cosx − = 0 ⇒ cosx =5√
5√

3

x + x = + = + = 1sin2 cos2 ( )
2

3

2

( )
5√

3

2

4

9

5

9
2

a =tan2
1 − cos 2a

1 + cos 2a

x − cos 2x = 1 → = 1 + cos 2x → (1 + cos 2x = 1 − cos 2xtan2
1 − cos 2x

1 + cos 2x
)2

→ 1 + 2 cos 2x + 2x = 1 − cos 2x → 2x + 3 cos 2x = 0 → cos 2x(cos 2x + 3) = 0cos2 cos2

cos 2x = 0 2x = kπ + → x = +− →−−−−
x=kπ+

π

2

حالت خاص π

2

kπ

2

π

4

cos 2x + 3 = 0 → cos 2x = −3 غ ق ق (−1 ≤ cosx ≤ 1)

cos(x − ) = (cosx + sinx)
π

4

2√

2
sin 3α = 3 sinα − 4 αsin3

sin 4x cos 2x = (x − ) ⇒ (2 sin 2x cos 2x)(cos 2x) = ( (cosx + sinx) = (sinx + cosxcos2
π

4

2√

2
)2

1

2
)2

⇒ 2 sin 2x 2x = ( x + )cos2
1

2
x +sin2 cos2

  
1

2 sinx cosx
  

sin 2x

⇒ 4 sin 2x(1 − 2x) = 1 + sin 2x ⇒ 4 sin 2x − 4 2x = 1 + sin 2xsin2 sin3

⇒ 3 sin 2x − 4 2x = 1 ⇒ sin 3(2x) = 1 ⇒ sin 6x = 1 = sinsin3
π

2

⇒ 6x = 2kπ + ⇒ x = +
π

2

kπ

3

π

12

= 0 → sin 3x(sin 3x − 2) + sinx(sin 3x − 2) = 03x − 2 sin 3xsin2

  
−2 sinx + sinx sin 3x
  

→ (sin 3x − 2)(sin 3x + sinx) = 0

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

sin 3x = 2 > 1 امکان ندارد.

sin 3x = − sinx = sin(−x) →

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

3x = 2kπ − x → x =
kπ

2

3x = 2kπ + π + x → x = kπ +
π

2

x = kπ +
π

2
x =

kπ

2
x =

kπ

2

cos 2x = x − xcos2 sin2sin 2x = 2 sinx cosx
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این معادله تنها زمانی جواب دارد که هر سه سینوس  هم زمان یک شوند. گزینه 4  . 196

زاویه ي مشترکی وجود ندارد پس معادله فاقد جواب است.

گزینه 1  . 197

می دانیم: 

 

 

چون  می باشد، پس یک ریشه  و یک ریشه  است. 

که اجتماع این  دسته جواب  است. (به این نکته هم توجه کنید  یعنی وقتی  باشد 

 می شود) 

با استفاده از روابط  و  معادله را ساده می کنیم.   گزینه 1  . 198

 

 

 

 تنها جواب معادلۀ  که در بازة  قرار دارد،  است.  

تنها جواب معادلۀ  که در بازة  قرار دارد،  است.

sin 4x = x − xsin4 cos4

2 sin 2x cos 2x = ( x + x)( x − x) = − cos 2xsin2 cos2 sin2 cos2

→ 2 sin 2x cos 2x + cos 2x = 0 → cos 2x(2 sin 2x + 1) = 0

cos 2x = 0 → 2x = kπ + → x = + { , }
π

2

kπ

2

π

4
− →−−−

0≤x≤π π

4

3π

4

sin 2x = − →
1

2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

2x = 2kπ − → x = kπ − { }
π

6

π

12
− →−−−

0≤x≤π 11π

12

2x = 2kπ + → x = kπ + { }
7π

6

7π

12
− →−−−

0≤x≤π 7π

12

+ + + =
π

4

3π

4

11π

12

7π

12

5π

2

sinx = 1 ⇒ x = 2kπ + → x = , , , ⋯
π

2

π

2

5π

2

9π

2

sin 2x = 1 ⇒ 2x = 2kπ + ⇒ x = kπ + → x = , , , ⋯
π

2

π

4

π

4

5π

4

9π

4

sin 3x = 1 ⇒ 3x = 2kπ + ⇒ x = + → x = , , , ⋯
π

2

2kπ

3

π

6

π

6

5π

6

9π

6

1 − cos 2u = 2 usin2

x + cos 2x = 1 ⇒ x = 1 − cos 2x ⇒ = 2 x ⇒ 2 x = xcot2 cot2
xcos2

xsin2
sin2 sin4 cos2

⇒ 2 x = 1 − x ⇒ 2 x + x − 1 = 0 2 + A − 1 = 0sin4 sin2 sin4 sin2 − →−−−−
x=Asin2

A2

a + c = b−1
−c

a

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x = −1 → sin2امکان ندارد

x = ⇒ sinx = ±sin2
1

2

2√

2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

sinx = = sin
2√

2

π

4

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = 2kπ+α ⇒ x = 2kπ+
π

4

x = 2kπ+ π−α ⇒ x = 2kπ+
3π

4

sinx = − = sin(− )
2√

2

π

4

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = 2kπ+α ⇒ x = 2kπ−
π

4

x = 2kπ+ π−α ⇒ x = 2kπ+
5π

4

4x = kπ ±
π

4
x = a → x = kπ ± αsin2 sin2x = = ( )sin2

1

2
sin2

π

4

x = kπ ±
π

4

sin 2α = 2 sinα cosαcos 2α = 2 α − 1cos2

2 sinx cosx − (2 x − 1) = 1 + sinx − cosxcos2

2 sinx cosx − 2 x − sinx + cosx = 0 ⇒ 2 sinx cosx − sinx − 2 x + cosx = 0cos2 cos2

sinx(2 cosx − 1) − cosx(2 cosx − 1) = 0 ⇒ (sinx − cosx)(2 cosx − 1) = 0

{
sinx = cosx

cosx =
1

2

sinx = cosx(0, )
π

2
x =

π

4

cosx =
1

2
(0, )

π

2
x =

π

3
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پس مجموع جواب هاي معادله که در بازة  قرار دارند، برابر  است.  

گزینه 2  . 199

 

 اگر  باشد، سمت راست معادله از  بزرگ تر خواهد شد و نمی تواند برابر  شود، زیرا حداکثر مقدار  برابر  است. پس به ناچار باید  باشد که در این

صورت  و درنتیجه  خواهد شد. در بازة  نقاطی که در آن ها  و  باشد، فقط نقاط  و  و  و

 هستند؛ بنابراین مجموع جواب هاي معادله برابر است با: 

 

ام دنبالۀ حسابی، جملۀ اول دنبالۀ هندسی باشد، پس باید رابطۀ  برقرار باشد:  فرض می کنیم جملۀ  گزینه 2  . 200

    

 

گزینه 1  . 201

 

) را بیابیم که در آن ها ، نقاطی هستند که در آن ها  است، بنابراین کافی است معادلۀ  را حل کنیم و طول نقاطی مثبت (نقاطی بعد از  نقاطی به طول  و  گزینه 4  . 202

 می شود. 

  

  

 اولین دو نقطه اي با طول مثبت که مورد نظر هستند  و  هستند، پس  است. 

گزینه 1  . 203

می دانیم:
 

 

عبارت  را تجزیه می کنیم.  به کمک اتحاد 

 

 

(0, )
π

2

7π

12

x − x = 1cos4 sin8 ⇒ x = x + 1cos4 sin8

sinx ≠ 01xcos4xcos41sinx = 0

x = 1cos4cosx = ±1[0, 3π]sinx = 0cosx = ±1x = 0x = πx = 2π

x = 3π

= 0 + π + 2π + 3π = 6πمجموع جواب های معادله

x⋅ =a12 ax a
2

7

( + 11d)( + (x − 1)d) = ( + 6da1 a1 a1 )2

+ d(x − 1) + 11 d + 11(x − 1)a2

1
a1 a1 d2 = + 12 d + 36a2

1
a1 d2 ⇒ d(x − 2) = (36 − 11x + 11)a1 d2 ⇒ = =

d

a1

x − 2

47 − 11x

2

3

⇒ 94 − 22x = 3x − 6 ⇒ x = 4

: α + β = اگر⇒
π

2

sinα = cosβ
tanα = cotβ

(x + ) + ( − x) = → sin(x + ) = cos( − x) = cos(x − )
π

8

3π

8

π

2

π

8

3π

8

3π

8

⇒ 2 sin(x + ) = 1 ⇒ sin(x + ) = = sin
π

8

π

8

1

2

π

6

⇒ ⇒ + = =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x + = 2kπ +
π

8

π

6

x + = 2kπ +
π

8

5π

6

− →−−
[0,2π]

= − =x1

π

6

π

8

π

24

= − =x2

5π

6

π

8

17π

24

x1 x2

18π

24

3π

4

aby = 0y = 0x = 0

y = 0

f(x) = 0 ⇒ 2 sin(x − ) + 1 = 0
π

6
⇒ sin(x − ) = −

π

6

1

2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x − = 2kπ − ⇒ x = 2kπ
π

6

π

6

x − = 2kπ + π + ⇒ x = 2kπ +π

6

π

6

4π

3

→
k

x

0

0

1

2π

k

x

0

4π

3

1

2π +
4π

3

a =
4π

3
b = 2πb − a =

2π

3

sinx ⋅ cosx = sin 2x ,
1

2
sinx + cosx = sin(x + )2√

π

4

x + x = 1 − sin 2xsin3 cos3
1

2

+ = (a + b)( − ab + )a3 b3 a2 b2x + xsin3 cos3

(sinx + cosx) ⋅ ( x − sinx ⋅ cosx + x)sin2 cos2 = 1 − sin 2x
1

2

(sinx + cosx) ⋅ (1 − sin 2x)
1

2
= 1 − sin 2x

1

2
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گزینه 4  . 204

 در کل معادله  جواب در بازه  دارد.

گزینه 2  . 205

می دانیم: 

گزینه 3  . 206

(sinx + cosx) ⋅ (1 − sin 2x) − (1 − sin 2x) = 0
1

2

1

2

(1 − sin 2x) ⋅ (sinx + cosx − 1) = 0
1

2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

1 − sin 2x = 0 ⇒ sin 2x = 2
1

2
غ ق ق

sinx + cosx = 1 ⇒ sin(x + ) = 1 ⇒ sin(x + ) = = sin2√
π

4

π

4

2√

2

π

4

⎧

⎩
⎨

⎪⎪

⎪⎪

x + = 2kπ + ⇒ x = 2kπ ⇒ x = 0, 2π
π

4

π

4

x + = 2kπ + π − ⇒ x = 2kπ + ⇒ x =
π

4

π

4

π

2

π

2

= 0 + + 2π جمع=
π

2

5π

2

x + x = 1 − 2 x x , sinx cosx = sin 2xمی دانیم: sin4 cos4 sin2 cos2
1

2

4( x + x) = 3 ⇒ x + x = ⇒ 1 − 2(sinx cosx =sin4 cos4 sin4 cos4
3

4
)2

3

4

⇒ 1 − 2( sin 2x = ⇒ = 2 × 2x ⇒ 2x =
1

2
)2

3

4

1

4

1

4
sin2 sin2

1

2

⇒ sin 2x = ±  
2√

2

sin 2x = = sin ⇒ 2x = 2kπ + ⇒ x = kπ + ⇒ x = ,π + ⇒ 2
2√

2

π

4

π

4

π

8

π

8

π

8
جواب

2x = 2kπ + π − = 2kπ + ⇒ x = kπ + ⇒ x = ,π + ⇒ 2
π

4

3π

4

3π

8

3π

8

3π

8
جواب

sin 2x = − = sin(− ) ⇒ 2x = 2kπ − ⇒ x = kπ − ⇒ x = π − , 2π − → 2
2√

2

π

4

π

4

π

8

π

8

π

8
جواب

2x = 2kπ + π − (− ) = 2kπ + ⇒ x = kπ + ⇒ x = ,π + → 2
π

4

5π

4

5π

8

5π

8

5π

8
جواب

8[0, 2π]

tan( − x) =
π

4

1 − tanx

1 + tanx

= tan3x → tan( − x) = tan 3x
1 − tanx

1 + tanx

π

4

→ 3x = kπ + − x → 4x = kπ + → x = +
π

4

π

4

kπ

4

π

16

cos 4x = 2 sinx ⇒ sin 4x cos 4x = 2 sinx ⇒ × sin 2 × 4x = 2 sinx ⇒ sin 8x = 8 sinxsin 2x cos 2x
  

sin 2(2x)
1

2

1

2

1

2

1

2
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8 دو تابع   و  در سه نقطه  و  و  متقاطع اند.

π

π2
0

گزینه 4  . 207

می دانیم: 

    

 

   

 

 

 البته دقت کنید که  جواب قابل قبول براي معادله نیست. پس ماکزیمم جواب ها  است.  

گزینه 4  . 208

    

 

 اکنون توجه کنید که:

  

 اگر  زوج باشد آن گاه  و در نتیجه  تعریف نمی شود. پس  باید فرد باشد.

 دقت کنید که اگر  زوج باشد  نیز تعریف نمی شود.

 

 بنابراین  و در نتیجه جواب ها به صورت زیر هستند: 

  

باید عبارات زیر رادیکال نامنفی باشند تا تابع  تعریف شده باشد و علاوه بر آن عبارت زیر رادیکال در مخرج کسر، باید مخالف صفر هم باشد، پس داریم: گزینه 2  . 209

y = sin 8xy = 8 sinx2ππx = 0

sinα ⋅ cosα = sin 2α
1

2
, 1 + cosα = 2 cos2

α

2

(1 + cos 2α)(1 + cos 4α)(1 + cos 8α) =
1

8

⇒ 2 α × 2 2α × 2 4α = ⇒ α ⋅ 2α ⋅ 4α =cos2 cos2 cos2 1

8
cos2 cos2 cos2 1

64

⇒ cosα ⋅ cos 2α cos 4α = ± ⋅ cos 2α ⋅ cos 4α = ⋅ cos 4α =
1

8
− →−−−
α≠kπ

× sin α

sinα ⋅ cosα  
sin 2α

1

2

1

2
sin 2α ⋅ cos 2α
  

sin 4α
1

2

1

4
sin 4α ⋅ cos 4α
  

sin 8α
1

2

= sin 8α = ± sinα ⇒ sin 8α = ± sinα
1

8

1

8

(1) sin 8α = sinα ⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

8α = 2kπ + α ⇒ α = ⇒ max :
2kπ

7

6π

7

8α = 2kπ + π − α ⇒ α = + ⇒ max :
2kπ

9

π

9

7π

9

(2) sin 8α = − sinα ⇒ sin 8α = sin(−α)

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

8α = 2kπ − α ⇒ α = ⇒ max =
2kπ

9

8π

9

8α = 2kπ + π + α ⇒ α = + ⇒ max =
2kπ

7

π

7

5π

7

∗α = π
8π

9

tan(2x + ) = tan( − (2x − ))
π

3

π

2

π

6
⇒ tan(2x + ) = tan( − 2x)

π

3

2π

3
⇒ 2x + = kπ + − 2x

π

3

2π

3

⇒ 4x = kπ +
π

3
⇒ x = (3k + 1)

π

12

2x = (3k + 1)
π

6
⇒ 2x + = + +

π

3

kπ

2

π

6

π

3
⇒ 2x + = +

π

3

kπ

2

π

2

k2x + = + = π +
π

3

2 πk′

2

π

2
k′ π

2
tan(2x + )

π

3
k

kcot(2x − )
π

6

2x − = (3k + 1) − = = = π
π

6

π

6

π

6

kπ

2

2 πk′

2
k′

k = 2 − 1k′

x = (3(2 − 1) + 1) = (6 − 2) = (3 − 1)k′ π

12
k′ π

12
k′ π

6

f
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 از طرفی باید داشته باشیم: 

   

 چون محدودة مشترك  مورد نظر است، پس در دسته جواب  فقط مقادیر  و  قابل قبول هستند؛ زیرا در این صورت

 خواهد بود. 

 

 یعنی دامنۀ این تابع مجموعه اي  عضوي است. 

گزینه 1  . 210

   

 چون مخرج  کسرها مساویند و نمی توانند برابر صفر باشند، پس باید صورت کسرها برابر باشند. 

   

، بزرگ ترین جواب در این بازه برابر  خواهد بود که اختلاف آن ها برابر است با:  ، کوچک ترین جواب در بازة  برابر  و به ازاي   به ازاي 

 

گزینه 2  . 211

، پس: می دانیم 

  

 

، جواب  را خواهد داد که در بازة  قرار دارد و این جواب، تنها جواب در بازة  است. یعنی معادلۀ داده شده، در بازة   اولین دسته جواب به ازاي 

داراي فقط یک جواب است. 

نمودار از نقطۀ  می گذرد؛ پس:  گزینه 2  . 212

 

 با توجه به نمودار ماکزیمم و مینیمم تابع برابر  و  است. با توجه به ضابطۀ، این مقادیر برابر  و  هستند؛ پس   و   . با مقایسۀ این روابط

و  معلوم است که  است؛ پس: 

 

 با توجه به شکل اگر دورة تناوب تابع  باشد، آنگاه  . می دانیم  ؛ پس: 

  

 با فرض  ضابطۀ تابع به صورت  است. 

 اولین نقطه با طول مثبت است که عرض آن برابر  است؛ پس براي به دست آوردن طول آن باید معادلۀ  را حل کنیم: 

   

sin(πx − ) − 1 ≥ 0
π

8
⇒ sin(πx − ) ≥ 1

π

8
− →−−−−−−−−−−−

باشد1  کمان نمی تواند بزرگ تر از

چون حاصل سینوس یک

sin(πx − ) = 1
π

8
⇒ πx − = 2kπ +

π

8

π

2
⇒ πx = 2kπ +

5π

8

⇒ x = 2k + (k ∈ Z)
5

8

9x − > 0x2 ⇒ x(9 − x) > 0 − →−−−−
تعیین علامت

0 < x < 9

xx = 2k +
5

8
k = 3,k = 2,k = 1,k = 0k = 4

0 < x < 9

k

x

0

5

8

1

21

8

2

37

8

3

53

8

4

69

8

5

− =
1

xsin2

1

xcos2

2

2xsin2
⇒ =

x − xcos2 sin2

x xsin2 cos2

2

2xsin2
⇒ =

cos 2x

2x
1

4
sin2

2

2xsin2
⇒ =

4 cos 2x

2xsin2

2

2xsin2

4 cos 2x = 2 ⇒ cos 2x =
1

2
⇒ 2x = 2kπ ±

π

3
⇒ x = kπ ±

π

6

k = 2[2π, 4π]x =
13π

6
k = 4x =

23π

6

− = =
23π

6

13π

6

10π

6

5π

3

cosα = sin( − α)
π

2

sin − cos = 0
x

2

3x

5
⇒ sin = cos

x

2

3x

5
⇒ sin = sin( − )

x

2

π

2

3x

5

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= 2kπ + − ⇒ + = 2kπ + ⇒ = 2kπ +x

2

π

2

3x

5

x

2

3x

5

π

2

11x

10

π

2

 = 2kπ + π − + ⇒ − = 2kπ + ⇒ − = 2kπ +  
x

2

π

2

3x

5

x

2

3x

5

π

2

x

10

π

2

⇒{
x = +

20kπ

11

5π

11

x = −20kπ − 5π

k = 0x =
5π

11
(0, 2π)(0, 2π)(0, 2π)

(0, 5)

f(0) = 5 ⇒ a + c = 5 (∗)

51|a| + c−|a| + c|a| + c = 5−|a| + c = 1

(∗)a > 0

{
a + c = 5

−a + c = 1
⇒{

a = 2

c = 3

TT = 6π
3

2
T =

2π

|b|

× = 6π
3

2

2π

|b|
⇒ = 6

3

|b|
⇒ |b| =

1

2

b =
1

2
f(x) = 2 cos x + 3

1

2

A3f(x) = 3

3 = 2 cos x + 3
1

2
⇒ 2 cos x = 0

1

2
⇒ x =

1

2

π

2
⇒ = πx

A
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نمودار  محور عرض ها را در نقطه اي به عرض  قطع کرده است، بنابراین:  گزینه 1  . 213

   

 حال به کمک رابطۀ  تابع را به صورت ساده تر می نویسیم: 

  

 حال معادله  را حل می کنیم. 

  

      

    

   

  دومین ریشه مثبت  است، پس:

 

، پس:  می دانیم  گزینه 1  . 214

 

 

 

با جایگذاري چند مقدار  در عبارت  می بینیم که این عبارت هیچ گاه در بازه ي  قرار نمی گیرد پس معادله جواب ندارد. 

گزینه 1  . 215

60
60

600
0

 

f(x)−1

f(0) = −1 ⇒ 2 (− ) + b = −1sin2
π

6
⇒ 2( ) + b = −1

1

4
⇒ b = −

3

2

1 − cos 2α = 2 αsin2

f(x) = 2 (ax − ) −sin2
π

6

3

2
⇒ f(x) = 1 − cos(2ax − ) −

π

3

3

2
⇒ f(x) = − cos(2ax − ) −

π

3

1

2

0 = f(x)

f(x) = 0 ⇒ − cos(2ax − ) − = 0 ⇒ cos(2ax − ) = −
π

3

1

2

π

3

1

2

⇒ cos(2ax − ) = cos ⇒ 2ax − = 2kπ ±
π

3

2π

3

π

3

2π

3

2ax − = 2kπ + ⇒ 2ax = 2kπ + π ⇒ x = ⇒ x = , , ⋯
π

3

2π

3

2kπ+ π

2a

π

2a

3π

2a

2ax − = 2kπ − ⇒ 2ax = 2kπ − ⇒ x = −
π

3

2π

3

π

3

kπ

a

π

6a

x = , ⋯
5π

6a

x =
5π

6a

= ⇒ a = π ⇒ T = = = 1
5π

6a

5

6

2π

2a

π

a

sin( − α) = cosα
π

2

sin(cosx) = sin( − sinx)
π

2

⇒{

⎧

⎩
⎨

⎪⎪

⎪⎪

cosx = 2kπ + − sinx
π

2

cosx = 2kπ + π − + sinx
π

2

sinx + cosx = 2kπ + π

2

cosx − sinx = 2kπ + π

2

⇒ − ≤ 2kπ + ≤
− ≤ sinx + cosx ≤2√ 2√

− ≤ cosx − sinx ≤2√ 2√
2√

π

2
2√

k2kπ +
π

2
[− , ]2√ 2√

k = 0 ⇒ >
π

2
2√

k = −1 ⇒ 2kπ + = − < −
π

2

3π

2
2√

sin( − 2x) + sin( − x) = 0 ⇒ cos 2x − cosx = 0 ⇒ cos 2x = cosx
π

2

3π

2

2x = 2kπ + x ⇒ x = 2kπ

2x = 2kπ − x ⇒ x =
2kπ

3
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 جواب کلی معادله است، زیرا  نیز توسط  تولید می شوند. انتهاي کمانهاي  بر روي دایره مثلثاتی بصورت مقابل است. 

 

  مثلث  متساوي الاضلاع است.

معادله را ساده می کنیم. گزینه 2  . 216

 

 

 

 

 پس جواب هاي معادله به صورت زیر هستند. 

 

  

 توجه کنید که در  اگر  زوج باشد قابل قبول نیست، زیرا مخرج کسر را صفر می کند. 

 پس  باید فرد باشد و در نتیجه  و  جواب هاي کلی معادله هستند که انتهاي کمان متناظر آن ها مطابق شکل مقابل مثلث قائم

الزاویۀ  است که در رأس  قائم است.   

A

B

C

 

گزینه 4  . 217

 

 اجتماع جواب هاي  و  به صورت   می باشد ولی از آنجایی که   است پس   نمی تواند برابر   باشد. 

پس گزینه  صحیح است.

 x =
2kπ

3
x = 2kπx =

2kπ

3
x =

2kπ

3

= = =AB
⌢

BC
⌢

AC
⌢

120
∘

= = = =Â B̂ Ĉ
120

∘

2
60

∘

ABC

tanx = (2 − 2 cosx)(1 + cosx)

tanx = 2(1 − cosx)(1 + cosx)

tanx = 2(1 − x)cos2 ⇒ tanx = 2 x ⇒ = 2 x ⇒ sinx = 2 cosx ⇒ 2 x cosx − sinx = 0sin2
sinx
cosx

sin2 sin2 sin2

sinx(2 sinx cosx − 1) = 0 ⇒ sinx(sin 2x − 1) = 0

sinx = 0 ⇒ x = kπ

sin 2x = 1 ⇒ 2x = 2kπ +
π

2
⇒ x = kπ + , k ∈ Z

π

4

x = kπk

kx = (2k + 1)πx = kπ +
π

4

ABCB

sin 2x = tanx ⇒ 2 sinx cosx = ⇒ 2 sinx x − sinx = 0
sinx
cosx

cos2

⇒ sinx(2 x − 1) = 0cos2

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

1) sinx = 0 ⇒ x = kπ (k ∈ Z)

2) 2 = 1 ⇒ cosx = ± = ± ⇒ x = kπ ± (k ∈ Z)cos2 1

2

−−
√

2√

2

π

4

12x =
kπ

4
cosx ≠ 0xkπ +

π

2

4
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گزینه 1  . 218

 

 طرفین معادلۀ  را به توان  می رسانیم، داریم:

 

  

   با توجه به این که براي حل معادله آن را به توان  رسانده ایم، ممکن است ریشه اضافی وارد معادله شده باشد، به همین دلیل جواب ها را در معادله اولیه امتحان می کنیم. 

 

   

 

  در کل جواب هاي معادله عبارتند از:   یعنی معادله  ریشه دارد. 

گزینه 2  . 219

 

مجموع ریشه ها برابر  است.

گزینه 1  . 220

، پس داریم: می دانیم 

 

    جواب ندارد 

می دانیم که  است.  گزینه 2  . 221

 

 جمع دو عبارت نامنفی وقتی صفر است که تک تک آن ها صفر باشند و ریشۀ مشترك، جواب معادله است. 

 

  

 بنابراین ریشه هاي مشترك  و  هستند. پس معادله دو جواب دارد.

گزینه 1  . 222

   

  معادله را به صورت زیر ساده می کنیم: 

 

: sinu = sinv ⇒ u = 2kπ + v,x = 2kπ + π − vنکته 

: sin 2x = 2 sinx cosxنکته

sinx + cosx = 12

(sinx + cosx =)2 1
2

⇒ x + x + 2 sinx cosx = 1 ⇒ 1 + sin 2x = 1 ⇒ sin 2x = 0 ⇒ 2x = kπ ⇒ x = x = 0 , , π , , 2πsin2 cos2 kπ

2
− →−−−

0≤x≤2π π

2

3π

2

2

x = π → sinπ + cosπ = 1 ⇒ −1 = و1 غلط

x = ⇒ sin + cos = و1−
3π

2

3π

2

3π

2
غلط

x = 0 → sin 0 + cos 0 = 1 ⇒ 0 + 1 = صحیح1

x = → sin + cos = 1
π

2

π

2

π

2
صحیح

x = 2π ⇒ sin 2π + cos 2π = 1 ⇒ 1 = صحیح1

x = 0, , 2π
π

2
3

x = 6α ⇒ sin3α+ 2cos2α = 2 ⇒ 3sinα− 4 α+ 2(1 − 2 α) = 2 ⇒ 3sinα− 4 α− 4 α = 0sin3 sin2 sin3 sin2

sinα(−4 α − 4 sinα + 3) = 0sin2

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

sinα = 0 ⇒ α = kπ ⇒ = kπ ⇒ x = 6kπ ⇒ x = 0, 6π
x

6

sinα = ⇒ ⇒{
4 ± 8

−8

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

sinα =
1

2

sinα = − غ ق ق
12

8

α = 2kπ + ⇒ x = 12kπ + π ⇒ x = π
π

6

α = 2kπ + π − ⇒ x = 12kπ + 5π ⇒ x = 5ππ

6

0 + 6π + π + 5π = 12π

cotx − tanx = 2 cot 2x

cotx + tanx − cotx = ⇒ tanx =
1 + tanx

1 − tanx

1 + tanx

1 − tanx
⇒ tanx − x = 1 + tanx ⇒ x = −1 ⇒tan2 tan2

1 + cos 2x = 2 xcos2

5 x + 2 cos 3x + 2 = 0 → 5 x + 2(1 + cos 3x) = 0 → 5 x + 2 = 0sin2 sin2 sin2 cos2
3x

2

5 x = 0 → sinx = 0 x = kπ → x = −π, 0,πsin2 − →−−−
حالت خاص

2 = 0 → cos = 0cos2
3x

2

3x

2
= kπ +− →−−−−−−−−−−

cos x=0→x=kπ+
π

2 3x

2

π

2
→ x = +

2kπ

3

π

3

→ x = −π , − , , π
π

3

π

3

π−π

: (sinx − cosx = 1 − sin 2xمی دانیم )2

3(sinx − cosx) = 2(1 − sin 2x) ⇒ 3(sinx − cosx) = 2(sinx − cosx)2
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          غ ق ق

 بنابراین معادله فقط یک جوابِ  را در بازة  دارد.

گزینه 4  . 223

  

 معادله را به صورت زیر می نویسیم: 

   

 بنابراین جواب هاي به صورت زیر هستند. 

  

   

 ولی هر دو دسته جواب غیرقابل قبول هستند، زیرا: 

  

  

با استفاده از اتحادهاي  و  معادله را ساده می  کنیم:  گزینه 2  . 224

  

  

 

 بنابراین جواب هاي معادله که در بازة  قرار دارند عبارتند از: 

 

گزینه 3  . 225

  

   

بدیهی است که  جواب ندارد. زیرا تغییرات  در بازة  است. پس  غیرقابل قبول است. حال اگر بخواهیم معادلۀ  در بازة

 داراي جواب باشد، خواهیم داشت:

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

sinx − cosx = 0 ⇒ sinx = cosx ⇒ x =
π

4

sinx − cosx = ⇒ = ⇒ 1 + 2 sinx cosx =
3

2
(sinx − cosx)2 9

4

9

4

⇒ sin 2x = +
5

4
π

4
(0,π)

: cos 2x = , sin 2x می دانیم=
1 − xtan2

1 + xtan2

2 tanx

1 + xtan2

=
1 − xtan2

1 + xtan2

tan 2x

1 + 2xtan2
⇒ cos 2x = sin 4x

1

2
⇒ cos 2x = × 2 sin 2x cos 2x

1

2
⇒ cos 2x(sin 2x − 1) = 0

cos 2x = 0 ⇒ 2x = kπ +
π

2
⇒ x = +

kπ

2

π

4

sin 2x = 1 ⇒ 2x = 2kπ +
π

2
⇒ x = kπ +

π

4

x = +
kπ

2

π

4
⇒ 2x = kπ +

π

2
⇒ tan 2x.تعریف نمی شود

x = kπ +
π

4
⇒ 2x = 2kπ +

π

2
⇒ tan 2x.تعریف نمی شود

sin 2α = 2 sinα cosα1 + α =cot2
1

αsin2

+ 3 sin 2x = −1
8 xcos2

1

xsin2

⇒ 8 x xsin2 cos2 +3 sin 2x = −1

2 sin 2x + 3 sinx + 1 = 0 ⇒ (sin 2x + 1)(2 sin 2x + 1) = 0

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

sin 2x = −1 ⇒ 2x = 2kπ − ⇒ x = kπ −π

2

π

4

sin 2x = − ⇒
1

2

⎧

⎩
⎨

2x = 2kπ − ⇒ x = kπ −π

6

π

12

2x = 2kπ + ⇒ x = kπ +
7π

6

7π

12

(0,π)

, ,
3π

4

5π

12

11π

12

x − 3(m + 1) cosx + 9m = 0cos2 ⇒ cosx =
(3m + 3) ± 9 + 18m + 9 − 36mm2

− −−−−−−−−−−−−−−−−
√

2

⇒ cosx =
(3m + 3) ± 9 − 18m + 9m2

− −−−−−−−−−−−
√

2
=

(3m + 3) ± (3m − 3)2
− −−−−−−−

√

2
=

(3m + 3) ± (3m − 3)

2
⇒ cosx = 3m, cosx = 3

cosx = 3cosx[−1, 1]cosx = 3cosx = 3m

(− , )
π

3

π

3
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1
2

π
3

π
3-

1

ها را بیابیم. یعنی معادله  را حل کنیم:  باید طول نقاط برخورد تابع با محور  گزینه 2  . 226

 

  با استفاده از رابطۀ  داریم: 

 

 

 

 طول دومین جواب منفی است، پس: 

  

 طول دومین جواب مثبت است، پس: 

 

گزینه 1  . 227

 اگر   باشد؛ داریم :

از معادلۀ  نتیجه می گیریم:     

  

 

  از معادلۀ  داریم:  

 

 در نهایت معادلۀ داده شده  جواب خواهد داشت. 

گزینه 4  . 228

− < x <
π

3

π

3
− →−−−
طبق شکل

< cosx ≤ 1
1

2
⇒ < 3m ≤ 1

1

2
⇒ < m ≤

1

6

1

3

xf(x) = 0

cos 2x + sinx = 0 ⇒ cos 2x = − sinx

cos( + α) = − sinα
π

2

cos 2x = cos( + x) ⇒ 2x = 2kπ ± ( + x)
π

2

π

2

1) 2x = 2kπ + + x → x = 2kπ +
π

2

π

2

2) 2x = 2kπ − − x → 3x = 2kπ − → x = −
π

2

π

2

2kπ

3

π

6

A

x = 2kπ + → x = ⋯ , − , −
π

2

7π

2

3π

2

x = − → x = ⋯ , − , −
2kπ

3

π

6

5π

6

π

6

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

⇒ A = −
5π

6

B

⇒ B =
x = 2kπ + → x = , , ⋯π

2

π

2

5π

2

x = − → x = , , ⋯
2kπ

3

π

6

π

2

7π

6

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

7π

6

AB = − (− ) = = 2π
7π

6

5π

6

12π

6

π cosx = α
(α) = 1 ⇒ {cos2 cosα = 1

cosα = −1

cosα = 1α = 2kπ, (k ∈ Z)

⇒ π cosx = 2kπ ⇒ cosx = 2k ⇒ cosx = 0

x = , , , , → 5− →−−−−−
[0,5π] در بازۀ π

2

3π

2

5π

2

7π

2

9π

2
جواب

cosα = −1α = (2k + 1)π ⇒ π cosx = (2k + 1)π

⇒ { ⇒ cosx ={ → 6
cosx = 2k + 1

−1 ≤ cosx ≤ 1

1 (k = 0) ⇒ x = 0, 2π, 4π

−1 (k = −1) ⇒ x = π, 3π, 5π
جواب

11

sin( + α) = cosα, cos(2kπ − α) = cosαنکته:
π

2

sin( + x) cos(8π − x) = (π + ) ⇒ cosx × cosx = (− sin
π

2
sin2 π

6

π

6
)2
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  حال با استفاده از دایرة مثلثاتی داریم: 

- 3
π

- 3
π2

3
π2

3
π12

2
1

  جواب کلی

می دانیم به ازاي  همواره  است بنابراین داریم:  گزینه 3  . 229

 

از طرفی داریم : 

 

حداکثر مقدار سمت راست معادله برابر  و حداقل مقدار سمت چپ معادله نیز  است بنابراین تنها در صورتی تساوي برقرار است که دو طرف تساوي برابر  شود. 

با توجه به معادله    گزینه 2  . 230

 

 

گزینه 3  . 231

، پس: می دانیم 

 

، پس:  از طرفی  یا 

 بنابراین تساوي داده شده زمانی برقرار است که هر دو عبارت برابر  باشند.

⇒ x = ⇒ cosx = ±cos2
1

4

1

2

cosx = = cos ⇒ x = 2kπ ± (1)
1

2

π

3

π

3

cosx = − = − cos = cos(π − ) = cos ⇒ x = 2kπ ± (2)
1

2

π

3

π

3

2π

3

2π

3

= x = kπ ± (k ∈ Z)
π

3
⇒

x > 0x + ≥ 2
1

x

x + x = x + ≥ 2tan2 cot2 tan2
1

xtan2

(sinx + cosx) = 2 sin(x + ) ⇒ −2 ≤ (sinx + cosx) ≤ 22√
π

4
2√

222

(1)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

tanx = 1 ⇒ x = kπ +
π

4

tanx = −1 ⇒ x = kπ −
π

4

sin(x + ) = 1 ⇒ x = 2kπ +    (2)
π

4

π

4

(1) ,  (2) ⇒ x = 2kπ + ⇒ ,
π

4

π

4

9π

4

x ≠
kπ

2

tanx + 3 cotx − 2k = 0      x − 2k tanx + 3 = 0− →−−−
× tan x

tan2

⇒ tan + tan = − = 2kx′ x′′ b
a

tan ⋅ tan = = 3x′ x′′ c

a

tan( + ) = 5 ⇒ = 5 ⇒ = 5 ⇒ k = −5x′ x′′ tan + tanx′ x′′

1 − tan tanx′ x′′

2k

1 − 3

− ≤ cosx − sinx ≤2√ 2√

[cosx − sinx] = −2, −1, 0, 1

tanx + cotx ≤ −2tanx + cotx ≥ 2

[tanx + cotx] = ⋯ , −3, −2, 2, 3, ⋯

−2
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 هر دو نامساوي فوق زمانی برقرار است که داشته باشیم:

» جوابهاي معادله هستند، پس:  طبق دایرة مثلثاتی فوق کمانهاي هم انتها با نقطه «

 معادله  جواب در بازة  دارد.

کسر را طرفین وسطین می کنیم:  گزینه 1  . 232

   

 توجه کنید که ریشۀ مخرج، ریشۀ معادلۀ  است، بنابراین: 

 

بنابراین ریشۀ مخرج از جواب اصلی باید کم شود. یعنی جواب کلی  و  است. 

 

 

معادله را به صورت زیر ساده می کنیم:  گزینه 3  . 233

 

 

 

،  معادله به صورت  درمی آید که  یک جواب آن است. پس:   با فرض 

 

 چون هر سه جواب بالا در بازة  قراردارند، پس هر سه جواب قابل قبول هستند.  

از طرفی معادلۀ  اگر  دو جواب در بازة  دارد، پس معادلۀ مورد نظر مسألۀ شش جواب در بازة  دارد.  

با استفاده از رابطه  داریم:  گزینه 3  . 234

  

، معادله به صورت زیر درمی آید:  اگر فرض کنیم 

    

  

[cosx − sinx] = −2 ⇒ − ≤ cosx − sinx < −12√

[tanx + cotx] = −2 ⇒ −2 ≤ tanx + cotx < −1

{ ⇒cosx − sinx = − 2√
tanx + cotx = −2

1

x = 2kπ + x = , 2π + , 4π +
3π

4
− →−−−

0≤x≤6π 3π

4

3π

4

3π

4

3[0, 6π]

sinx = 1 − x = xcos2 sin2 → x − sinx = 0sin2 → sin(sinx − 1) = 0 →
⎧

⎩
⎨

sinx = 0 → x = kπ

sinx = 1 → x = 2kπ +
π

2

1 − cosx = 0

cosx = 1 → x = 2kπ

x = 2kπ + πx = 2kπ +
π

2

=
9 x − 3 xcos2 sin2

cosx
4 cosx
sinx

⇒ =
9(1 − x) − 3 xsin2 sin2

cosx
4 cosx
sinx

(9 − 12 x) sinx = 4 xsin2 cos2 ⇒ 9 sinx − 12 x = 4 − 4 xsin3 sin2

12 x − 4 x − 9 sinx + 4 = 0sin3 sin2

sinx = t−1 ≤ t ≤ 112 − 4 − 9t + 4 = 0t3 t2t =
1

2

(2t − 1)(6 + t − 4) = 0t2 ⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

t =
1

2

t =
−1 ± 97

−−
√

12

(−1, 1)

sinx = a−1 < a < 1(0, 2π)(0, 2π)

cos 2x = 2 x − 1cos2

cosx(2 x − 1) = −cos2
1

4
⇒ 2 x − cosx + = 0cos3

1

4

cosx = t

2 − t + = 0t3
1

4
⇒ 8 − 4t + 1 = 0t3 ⇒ 8 − 1 − 4t + 2 = 0t3

(2t − 1)(4 + 2t + 1) − 2(2t − 1) = 0t2 ⇒ (2t − 1)(4 + 2t − 1) = 0t2
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   هر کدام از معادله هاي بالا دو جواب در بازة  دارند، بنابراین معادله  جواب در بازة  دارد.

معادله را به روش هندسی حل می کنیم.  گزینه 3  . 235

، جواب هاي معادله طول نقاط به توابع  و  است.    با فرض  و 

2
π π 2

π3

y

x

g

f

2

1

 

  

نمودار توابع  و  در بازة  در  نقطه متقاطع هستند. 

با توجه به اتحاد مثلثاتی  ، ابتدا صورت معادله را به صورت ساده تر می نویسیم، داریم:  گزینه 4  . 236

 

 می دانیم  در این صورت  بوده و خواهیم داشت: 

 

 جواب کلی معادلۀ  به صورت  می باشد. پس داریم: 

   

 مقادیر  از مجموعۀ جواب  و مقادیر  نیز از مجموعۀ جواب  در بازة  به دست

می آید. پس در مجموع   جواب در بازة  داریم. 

با توجه به اینکه  و  داریم:  گزینه 1  . 237

   

 

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

t =
1

2

t =
−1 + 5√

4

t =
−1 − 5√

4

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

sinx =
1

2

sinx =
− 15√

4

sinx =
− − 15√

4

[0, 2π]6[0, 2π]

f(x) = | cosx|g(x) = |2 sinx|fg

| cosx| − 2| sinx| = 0 ⇒ | cosx| = 2| sinx| ⇒ | cosx| = |2 sinx|

fg[0, ]
3π

2
3

α = 1 − αsin2 cos2

x = 1 − 3x = 3xcos2 cos2 sin2

sinα = cos( − α)
π

2
sin 3x = cos( − 3x)

π

2

x = ( − 3x)cos2 cos2
π

2

x = αcos2 cos2x = kπ ± α

x = ( )cos2 cos2 − 3x
π

2
  

α

→ x = kπ ± α

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = kπ + − 3α → x = +
π

2

kπ

4

π

8

x = kπ + 3x − → x = +
π

2

kπ

2

π

4

, , , , , , ,
15π

8

13π

8

11π

8

9π

8

7π

8

5π

8

3π

8

π

8
+

kπ

4

π

8
, , ,

7π

4

5π

4

3π

4

π

4
+

kπ

2

π

4
[0, 2π]

12[0, 2π]

x = 2 sinx cosxsin2cotx =
cosx
sin

cotx = x
3

2
sin2 → = 2 sinx cosx

3

2

cosx
sinx

→
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

cosx = 0

= 2 sin
3

2 sin

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

cosx = 0 x = kπ +− →−−−−
جواب خاص

π

2

x = = → x = kπ ±sin2
3

4
sin2

π

3

π

3
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با مشخص کردن جواب ها روي دایرة مثلثاتی، شکل روبه رو به دست می آید:

 

π
2 π

3π
3

2

π
3

4
π

2
3

π
3

5

 در صورت سؤال جواب کلی معادلۀ مثلثاتی به صورت  است. با توجه به اینکه جواب ها به صورت  و  است، مجموع مقادیر  به صورت 

است. 

معادله را به صورت زیر حل می کنیم:  گزینه 3  . 238

 

  

 جواب  را می توانیم به صورت  بنویسیم و جواب  را می توانیم به صورت اجتماع جواب هاي  و  در نظر بگیریم. بنابراین  می تواند

،  و  را داشته باشد.   مقادیر 

گزینه 4  . 239

 

  بنابراین یکی از حالات زیر رخ می دهد: 

 

 

  

.   پس ریشه ها عبارتند از 

در حل این سوال از دایره مثلثاتی کمک می گیریم.  گزینه 3  . 240

 

-1
2

  جواب 

-3
5  

 جواب

 در کل معادله  جواب دارد. 

x = kπ +
iπ

6
kπ ±

π

3
kπ +

π

2
i{−2, 2, 3}

sinx − 2 x = 0sin3 ⇒ sinx(1 − 2 x) = 0sin2

sinx cos 2x = 0 ⇒
⎧

⎩
⎨

sinx = 0 ⇒ x = kπ

cos 2x = 0 ⇒ 2x = (2k + 1)
π

2

⇒ x = (2k + 1)
π

4

kπ(4k + 0)
π

4
(2k + 1)

π

4
(4k + 1)

π

4
(4k + 3)

π

4
i

013

cos 2x + cosx − sinx = 0 ⇒ x − x + cosx − sinx = 0cos2 sin2

(cosx − sinx)(cosx + sinx) + (cosx − sinx) = 0 ⇒ (cosx − sinx)(cosx + sinx + 1) = 0

(1) cosx − sinx = 0 ⇒ tanx = 1 ⇒ x = ,
π

4

5π

4

(2) cosx + sinx + 1 = 0 ⇒ cos(x − ) = −12√
π

4

⇒ cos(x − ) = −
π

4

2√

2
⇒ x − = 2kπ ±

π

4

3π

4
⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = 2kπ + π ⇒ x = π

x = 2kπ − ⇒ x =
π

2

3π

2

x = ,π, ,
π

4

5π

4

3π

2

(2 sinx + 1)(5 sinx + 3) = 0

2⇒2 sinx + 1 = 0 ⇒ sinx = −
1

2

2⇒5 sinx + 3 = 0 ⇒ sinx = −
3

5

4
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گزینه 4  . 241

 

 

طرفین رابطه را در  ضرب می کنیم: گزینه 3  . 242

    

  باتوجه به نمودار مقابل خطوط افقی  و  در  نقطه منحنی  را قطع می کنند؛ 

بنابراین معادلۀ فوق  ریشه دارد.

2
π3

π
2
π

π2

y= 2-

y=1

x

y

گزینه 2  . 243

 

 

گزینه 4  . 244

چون طرف دوم تساوي بزرگتر یا مساوي  می باشد پس معادله فقط وقتی برقرار است که: 

گزینه 2  . 245
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دو طرف را در  ضرب می کنیم: 

      

x + (m − 1) cosx − m = 0 + (m − 1)t − m = 0cos2 − →−−−
cos x=t

t2

Δ = + 4m =(m − 1)2 (m + 1)2

cosx = ⇒{
(1 − m) ± (m + 1)

2

cosx = 1 ⇒ [− , جواب ندارد[ π

6

2π

3
در بازۀ

cosx = −m

x ∈ [− , ] ⇒ − ≤ cosx ≤ 1 ⇒ − ≤ −m ≤ 1 ⇒ −1 ≤ m ≤
π

6

2π

3

1

2

1

2

1

2

1

xcos2

⇒ 2 x − 1 + tanx = ⇒ 2 x − 1 + tanx = 1 + xtan2
1

xcos2
tan2 tan2

x+ tanx− 2 = 0 ⇒ (tanx+ 2)(tanx− 1) = 0 ⇒ {tan2
tanx = 1

tanx = −2

y = 1y = −24y = tanx

4

x = 2t ⇒ cos 2t + cos t = −1 ⇒ 2 t − 1 + cos t = −1 ⇒ cos t(2 cos t + 1) = 0cos2

cos t = 0 ⇒ t = kπ + ⇒ = kπ + ⇒ x = 2kπ + π ⇒ x = π , 3π
π

2

x

2

π

2

cost = − = cos ⇒
1

2

2π

3

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

t = 2kπ + ⇒ = 2kπ + ⇒ x = 4kπ + ⇒ x =
2π

3

x

2

2π

3

4π

3

4π

3

t = 2kπ − ⇒ = 2kπ − ⇒ x = 4kπ − ⇒ x =
2π

3

x

2

2π

3

4π

3

8π

3

3

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

sinx = 0

cosx = 1

cos 2x = 1 ⇒ x = 2kπ ⇒ 2π, 4π

cos 3x = 1

3 x − sinx cosx = 3 ⇒ 3(1 − x) − sinx cosx = 3cos2
3√ sin2

3√

⇒ 3 − 3 x − sinx cosx = 3 ⇒ − sinx(3 sinx + cosx) = 0sin2
3√ 3√

sinx = 0 ⇒ x = kπ (k ∈ Z)

3 sinx + cosx = 0 ⇒ 3 sinx = − cosx ⇒ = −3√ 3√
sinx
cosx

3√

3

⇒ tanx = − tan ⇒ tanx = tan(− ) ⇒ x = kπ − (k ∈ Z)
π

6

π

6

π

6

2 × 2 α × 2 2αcos2
α

2
cos2 cos2 =

1

8
⇒ 64 α 2α = 1cos2

α

2
cos2 cos2 ⇒ 8 cos cosα cos 2α = ±1

α

2

sin ≠ 0
α

2

4(2 sin cos )
α

2

α

2
  

sin α

cosα cos 2α = ± sin
α

2
⇒ 2 cos 2α(2 sinα cosα)
  

sin 2α

= ± sin
α

2
⇒ sin 4α = sin(± )

α

2
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، پس ریشه ها در بازة  عبارتند از:  ؛ یعنی  باید 

 

،  جواب دارد.  پس معادله در بازة 

گزینه 4  . 247

  

معادلۀ دوم را به صورت زیر حل می کنیم:

 

مطابق شکل زیر، چهارضلعی حاصل ذوزنقه است.

 

} }}
3

1
2

مساحت این ذوزنقه برابر است با: 

  

معادله را به صورت زیر می نویسیم:  گزینه 4  . 248

 

 از رابطۀ  استفاده می کنیم: 

  

  چون  پس،  و در بازة  فقط در  مقدار سینوس برابر  است، پس:

 

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

4α = 2kπ ± ⇒
α

2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = 2kπ
7

2

α = 2kπ
9

2

4α = (2k + 1)π ∓ ⇒
α

2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = (2k + 1)π
9

2

α = (2k + 1)π
7

2

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = kπ
7

2

α = kπ
9

2

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α =
2kπ

7

α =
2kπ

9

sin ≠ 0
α

2
α ≠ 2kπ[0 , 2π]

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = , , , ⋯ ,
2π

7

4π

7

6π

7

12π

7

α = , , , ⋯ ,
2π

9

4π

9

6π

9

16π

9

جواب6

جواب8

[0 , 2π]14

− 2 sin θ = 0
3 θsin2

θcos2
⇒ sin θ( − 2) = 0

3 sin θ

θcos2
⇒ 2 sin θ = 0 3 sin θ = 2co θیا s2

3 sin θ = 2(1 − θ) ⇒ 2 θ + 3 sin θ − 2 = (2 sin θ − 1)(sin θ + 2) = 0sin2 sin2 ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

sin θ = غ ق ق2−

sin θ = ⇒ cos θ = ±
1

2

3√

2

S = = (2 + ) = +
(2 + )3√

1

2

2

1

4
3√

1

2

3√

4

sin(π x) + sin(π(1 − x)) =sin2 sin2 2√ ⇒ sin(π x) + sin(π − π x) =sin2 sin2 2√

sin(π − α) = sinα

sin(π x) + sin(π x) =sin2 sin2
2√ ⇒ 2 sin(π x) =sin2

2√ ⇒ sin(π x) =sin2
2√

2

0 ≤ x ≤ 1sin20 ≤ π x ≤ πsin2[0,π]π − ,
π

4

π

4

2√

2

⎧

⎩
⎨

⎪⎪

⎪⎪

π x = ⇒ x = ⇒ sinx = ±sin2 π

4
sin2 1

4

1

2

 π x = ⇒ x = ⇒ sinx = ±sin2 3π

4
sin2 3

4

3√

2

67

مثلثات دوازدهم_سخت جهانی

https://alirezaafshar.org/ مرکز مشاوره تحصیلی علیرضا افشار

https://afshar.xyz همه رسانه های ما



) در دو نقطه،  و همچنین در دو نقطه  است. به همین طریق  در طبق دایره مثلثاتی مقابل در (

) داراي چهار جواب است، پس در کل معادله  جواب دارد.  بازة (

2
1

2
3_

_

2
1

2
3

 

معادله را به صورت زیر می نویسیم.  گزینه 4  . 249

    

   

 از تغییر متغیر  استفاده می کنیم. 

13

24
 

  

  

  

) هستند که همگی را می توان به صورت  نوشت.  ) , ( ) و جواب هاي  در دایره مثلثاتی نقاط ( ) و ( جواب هاي  در دایره مثلثاتی نقاط (

، صورت معادله را ساده کرده و حل می کنیم:  با توجه به رابطۀ  گزینه 1  . 250

 

ریشۀ مخرج

ریشۀ مخرج
6
π

6
π5

 

   

اما می دانیم معادله در ریشه هاي مخرج تعریف نشده است. ریشه هاي مخرج عبارنتد از: 

 

0, 2πsinx =
1

2
sinx = −

1

2
sinx = ±

3√

2

0, 2π8

cos 2x − x = −1
1

6
tan2 ⇒ 2 x − 1 − x = −1cos2

1

6
tan2 ⇒ 2 x = xcos2

1

6
tan2 ⇒ 12 x = xcos2 tan2

⇒ 12 x + 1 = x + 1cos2 tan2 ⇒ 12 x + 1 =cos2
1

xcos2
⇒ 12 x + x = 1cos4 cos2 ⇒ 12 x + x − 1 = 0cos4 cos2

x = tcos2

12 + t − 1 = 0t2 ⇒ (3t + 1)(4t − 1) = 0 ⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

t = −
1

3

t =
1

4

x = − , co x = ⇒ cosx = ±cos2
1

3
غیرقابل قبول s2

1

4

1

2

cosx =
1

2
= cos

π

3
→ x = 2kπ ± (I)

π

3

cosx = −
1

2
= cos(π − )

π

3
→ x = 2kπ ± (II)

2π

3

I12II34kπ ±
π

3

x − x = cos 2xcos2 sin2

= = 0 → sinx = cos 2x
sinx − ( x − x)cos2 sin2

2 sinx − 1

sinx − cos 2x

2 sinx − 1

sinx = sin( − 2x)− →−−−−−−−−−

cos 2x=sin( −2x)
π

2 π

2
→

⎧

⎩
⎨

⎪⎪

⎪⎪

x = 2kπ + − 2x
π

2

x = 2kπ + π − + 2x
π

2

→
⎧

⎩
⎨
x = +

2kπ

3

π

6

x = −2kπ − ⇒ x = 2 π −π

2
k′ π

2

2 sinx − 1 = 0 → sinx = = sin → (k ∈ Z)
1

2

π

6

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = 2kπ +
π

6

x = 2kπ +
5π

6
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با کمی تأمل می بینیم  زیرمجموعه اي از  است. 

با توجه به دایرة مثلثاتی بالا، جواب کلی معادلۀ موردنظر به صورت زیر به دست می آید: 

می دانیم  و  ، بنابراین:  گزینه 4  . 251

     

   

    

 

معادله در بازة  داراي چهار جواب است. 

  

لازم است  و  باشد. حال دو طرف را به توان دو می رسانیم:   گزینه 3  . 252

  

 

  بنابراین یکی از حالات زیر رخ می دهد: 

 

 

) دارد. با توجه به دایرة مثلثاتی زیر  در شرط اولیۀ معادله صدق نمی کند ولی  صدق می کند؛ پس معادله در بازة  معادلۀ دوم هم در بازة  دو ریشۀ  و  (متمایز با  و 

 .  مجموعاً سه ریشه دارد: و   و

β

α

 

+
2kπ

3

π

6
2kπ + ∪ 2kπ +

5π

6

π

6

x = 2kπ − (k ∈ Z)
π

2

tanx + cotx =
2

sin 2x
tanx − cotx = −2 cot 2x

= =
tanx + cotx
tanx − cotx

2

sin 2x

−2 cot 2x

2

sin 2x

−2 cos 2x

sin 2x

= − = 4 sin 2x
1

cos 2x
→ 4 sin 2x cos 2x = 1

→ 2( ) = −12 sin 2x cos 2x
  

sin 4x

→ 2 sin 4x = −1

→ sin 4x = − = sinx(− )
1

2

π

6
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⎧

⎩
⎨

⎪⎪
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4x = 2kπ −
π

6
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⎩

⎨
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2

π
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kπ

2
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x = −
kπ

2

π
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⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪
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11π
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23π
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[0,π]

x = +
kπ

2
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⎧

⎩
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cosx − sinx ≥ 0cos 2x ≥ 0

(cosx − sinx = 2 cos 2x)2

⇒ (cosx − sinx = 2( x − x) = 2(cosx − sinx)(cosx + sinx))2 cos2 sin2

(1) cosx − sinx = 0 ⇒ cosx = sinx ⇒ tanx = 1 ⇒ x = ,
π

4

5π

4

(2) cosx − sinx = 2(cosx + sinx) ⇒ −3 sinx = cosx ⇒ tanx = −
1

3

[0 , 2π]αβ
π

4
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4
αβ
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