
 

 ریاضی تجربی

 ) : 2(معادله درجه 

++=oبـه صورت     cbxax2          بیان می گردد و روش کلی حل آن روش 
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 ): 2(بحث در مورد تعداد ریشه های یک معادله درجه 
 :  حالت زیر پیش می آید3 را حساب کرده یکی از ∆

 ∆<oمعادله دو ریشه حقیقی متمایز دارد 
 ∆=oمعادله ریشه مضاعف دارد           

 ∆>oمعادله ریشه حقیقی ندارد            
 : بدون حل معادله) 2(معادله درجه رابطه بین ریشه های یک 

++=o ریشـه های معادله      β و   αاگـر    cbxax2    باشد، بدون حل 
 : معادله داریم
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 ) 2(نکات مهم در مورد تابع معادله درجه 

 o=bباشند این است که ریشه یک معادله قرینه هم 2 شرط اینکه-1
ca شرط اینکه دوریشه یک معادله عکس هم باشند این است که -2 = 
 برابر ریشه دیگر باشد این      k شرط اینکه یکی از ریشه های معادله         -3

 است که 

k
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= 

 : ادله وقتی ریشه های آن معلوم باشد طریقه نوشتن یک مع-4
 .  می گذاریمS ریشه را جمع کرده، اسم آن را 2یک بار 

 .  می نامیمPیک بار دو ریشه را ضرب کرده و 
  :معادله همواره به صورت مقابل است

 
 
 

  o=+− PSxx2 
nmهای معادله    اگـر یکـی از ریشـه         -5  باشد ریشه دیگر حتماً     −

nm  . است و بالعکس+
 

>o شرط مختلف العلامت بودن دو ریشه این است که -6
a
c 

 
 
 
 
cbxax معادـله    -7  مفـروض اسـت معادـله ای بنویسـید که           2++

 : ریشه هایش

 :  ریشه های معادله فوق باشدقرینه) الف

−+=o را قرینه کنیم، bکافی است  cbxax2 
معادـله ای بنویسید که ریشه هایش عکس ریشه های معادله فوق            ) ب

 :باشد

++=o را عوض کنیم، c و aکافی است جای  abxcx2 
معادـله ای بنویسـید کـه ریشـه هایش عکس و قرینه ریشه های               ) ج

 : معادله فوق باشد

−+=oهر دو عمل بالا را با هم انجام می دهیم،  abxcx2 
 برابر ریشه های معادله فوق kمعادـله ای بنویسید که ریشه هایش   ) د

22: باشد کافی است ckbkxax ++ 
 شرط اینکه یک تابع درجه دوم همواره مثبت باشد این است و یا              -8

 )  مثبت یا منفی باشدxبه ازای جمیع مقادیر : (همواره منفی باشد
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 نمودارها
  :بررسی نمودار توابع

cbxaxyبه صورت  : تابع درجه دوم-1 ++=  . بیان می گردد2
I -نام آن سهمی قائم است و نمودار آن به صورت روبرو است  . 

II- مختصات نقطه اکسترم نسبی در توابع درجه دوم  
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III-       ــر تــابع درجــه دوم دارای یــک محــور تقــارن بــه  ه
معادـله 

a
bx  و خطی که محور تقارن را روی خود منحنی قطع           =−2

می کند، خط
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IV -     هر تابع درجه دوم محور y        ها را فقط و فقط در یک نقطه قطع
 .می کند

cyx =⇒=⇒ oتلاقی با محور yها  

oo =++⇒=⇒ cbxaxy   هاx تلاقی با محور2
 
 

∆<→ نقطه قطع می کند2 ها را در xمحور      o  
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∆>→ ها را قطع نمی کندxمحور                 o 
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dcxbxaxyبه صورت :  تـابع درجه سوم    -2 +++=  بیان  23
 .می گردد

سوم دارای یک نقطه عطف به طول       هـر تـابع درجـه        -1
a

bxI 3−= 
 . منحنی استمرکز تقارنکه همان . است

 بـرای بررسـی نمودار تابع درجه سوم یکبار مشتق بگیرید مساوی             -2
 .صفر قرار دهید

 :مشتق دو ریشه دارد ) الف
 
 
 
 
 
 

 اکسترمم و یک نقطه عطف دارد و نقطه عطف وسط پاره خط             2این تابع   

ــنب ــتmin وmaxیــــــ 2. اســــــ
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 اکسترمم ندارد و یک   : »ریشه مضاعف «مشـتق یـک ریشـه دارد        ) ب
 .عطف دارد

 
 
 
 
 
 

 »افقی است« ها است xو مماس در عطف موازی محور
 .اردمشتق ریشه ند) ج

 .اکسترمم ندارد و یک عطف دارد
 .مماس در عطف مایل است

 
cbxaxy : تابع دو مجذوری-3 ++= 24 

 .برای نمودار آن یکبار مشتق بگیرید مساوی صفر قرار دهید
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به صورت :  تابع هموگرافیک-4
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 . بیان می گردد=

 شـود تابع تبدیل به خط راست به  o=C باشـد اگـر    o≠Cبـاید ) 1
معادله
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−≠oبـاید ) 2 bcad   باشـد، اگر o=− bcad     گردد تابع تبدیل به 
 .که در ریشه مخرج تو خالی است.تابع ثابت می شود
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 . مجانب است یکی افقی و یکی قائم 2ـ هر تابع هموگرافیک دارای 3

 ـ   : نکـته مهـم    ارن در تـابع هموگرافیک همان محل تلاقی        مرکـز تق
 .مجانب هاست

bcadبستگی به:  نمودار تابع هموگرافیک -4  : دارد −
−<oاگر)الـف  bcad   مثبت بود تابع در ربع دوم و چهارم مجانب ها 

 .قرار می گیرد
 
 

 .و تابع در یک طرف قائم خود صعودی است
 
−>oاگر)ب bcadمنفی بود تابع در ربع اول و سوم مجانب است . 

  .و تابع در یک طرف مجانب قائم خود نزولی است
 
 
 
 
 
 محـور تقـارن عمـود بر هم به          2 هـر تـابع هموگرافـیک دارای         -5

 . از مرکز تقارن عبور می کنند2که هر .  است±1شیب های
 
 
 
 
 

تصات را از   هـرگاه مبدأ مخ    -6
o

o       به مرکز تقارن انتقال دهیم ضابطه 
kxyتـابع هموگرافـیک در دسـتگاه جدیـد به صورت            می گردد   =
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 فرمول های مشتق

 : مشتق توابع جبری -1
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 : مشتق توابع مثلثاتی-2
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 هـرگاه کمان خود یک تابع مثلثاتی باشد بهترین روش برای            :نکـته   
 .مشتق گیری اینست که از داخل به بیرون مشتق بگیرید

   مشتق تابع قدر مطلقی- 3
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 هـرگاه مشتق تابع قدر مطلقی را در یک نقطه بخواهیم ابتدا             :کـته ن
نقطـه را داخـل قدر مطلق جایگذاری کنید اگر داخل قدر مطلق مثبت           
شـد خـود عـبارت و اگر منفی شد قرینه عبارت را بیرون می آوریم و                 
سـپس مشـتق می گیریم و اگر صفر شد باید در آن نقطه مشتق چپ و       

 .دراست جداگانه تحلیل گرد

) توان یک ( توابع قدر مطلقی به ازای ریشه های ساده،          :نکـته مهـم     
داخـل قـدر مطلـق مشـتق پذیر نیستند مگر آنکه به ازای این ریشه                

 .ضریب قدر مطلق صفر شود
 

 
 : مشتق توابع براکتی -3

ابـتدا حـتماً پیوسـتگی را بررسی کنید تابع از هر طرفی که پیوسته               
ست و برای محاسبه مشتق آن فقط       نباشـد از آن طرف مشتق پذیر نی       

مقـدار براکـت را در نقطـه داده شده به دست آورید و سپس از تابع                 
 .مشتق  بگیرید

] تـابع  :نکته مهم  ]x)x(gy zx در = ∈o     زمانی مشتق پذیر است 
 . باشدx(g( ریشه مضاعفoxکه

 شتق توابع چند ضابطه ای م-4
ابـتدا حـتماً پیوسـتگی را بررسی کنید تابع از هر طرفی که پیوسته               
نباشـد از آن طرف مشتق پذیر نیست و برای مشتق گیری با توجه به               
 .دامنۀ روبروی آنها حتماً مشتق چپ و راست را جداگانه حساب کنید

  مشتق توابع مرکب-5
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 را ضمنی گویند o=)y,x(fهر تابع به صورت   : مشـتق تـابع ضمنی    
 :که مشتق آن به صورت زیر است 
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  مشتق تابع نمایی و لگاریتمی-6
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 :نکات مهم در مشتق 
را می توانید قبل از مشتق گیری تا حد امکان ساده           هر تابع     :1نکـته   
 .کنید

اگر تابع داده شده بین جملاتش فقط ضرب یا تقسیم باشد و            : 2نکـته 
مشتق در یک نقطه را بخواهند اگر به ازای نقطه داده شده فقط یکی              
از جمـلات صـفر شـود فقط از جمله صفر شده در جای خود مشتق                

 .د نوشته شودبگیرید و بقیه جملات در جای خو
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 را می نویسیم و Sin،Cos،naام n بـرای مشـتق مرتبۀ     :نکـته   
 تقسیم کنید و به تعداد      4 را بر    n ام کافیست  nبـرای نسبت مشتق   

 .باقی مانده مشتق بگیرید
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 :کاربرد مشتق 
 : از نقطه ای روی منحنیfمودارمعادله مماس و قائم بر ن
 :نیاز به اطلاعات زیر داریم

I : نقطه روی منحنی: 
o

o

y
x

A 

II  : شیب خط که همواره داریم در نقطه تماسym   مماس=′
xx(myy(و معادله خط به صورت oo −=− 

:توجه
m

m 1
  قائم=−

هاست x هـرگاه گفته شود خط مماس بر منحنی موازی محور          :نکـته   
 یعنی 

    
 

 ها یعنی y هرگاه گفته شود خط مماس بر منحنی موازی محور:نکته 
 
 
o=رج  مخ∞=′= ym  

 وضعیت دو منحنی نسبت به هم 
 .دو منحنی را با هم تلاقی می دهیم

 
 

در این حالت دو منحنی همدیگر را       . معادـله تلاقـی ریشه ندارد     ) الـف 
 . قطع نمی کنند

 
 
در این حالت دو منحنی بر هم       . معادـله تلاقـی ریشه مضاعف دارد      ) ب

 . مماسند
ریشه ساده دارد در این حالت دو منحنی همدیگر را          معادـله تلاقی    ) ج

 . قطع می کنند
 
 
 

 هرگاه تستی گفته شود دومنحنی برهم مماسند یاخط         :نکته خیلی مهم    
بـر منحنـی ممـاس است معادله تلاقی آنها باید ریشه مضاعف داشته              

 . باشد
  .از طرفین مشتق بگیرید      

 ریشه مضاعف ) 1
 .  قرار دهید∆=oتوانید  می 2از درجه         

 : زاویه بین دو منحنی یا یک خط و یک منحنی 
 . ابتدا دو تابع را تلاقی می دهیم تا طول نقطه تلاقی بدست آید)1
12شیب هر کدام را در نقطه تلاقی حساب می کنیم )2 m,mمی نامیم  . 

|از رابطـه    )3
mm
mm

|tg
21
21

1+
−

=α        زاویـه بیـن دو منحنی α  بدست 
 . می آید

 باید  o=y. ها مماس است  x هرگاه گفته شود منحنی بر محور      :نکته  
 . ریشه مضاعف داشته باشد

 مشتق بگیرید   
 .  قرار دهید∆=o می توانید 2در درجه  ریشه مضاعف

 
 
 
 
 

 : صعودی و نزولی ثابت  توابع
 )b,a( را در فاصله fتابع پیوسته 

:  و اکیداً صعودی گویند هرگاه     o≥′f: صـعودی گویـند هرگاه    ) الـف 
o>′f        
 o<′f:  واکیداً نزولی گویند هرگاهo≤′f: نزولی گویند هرگاه) ب
 o=′f: ثابت گویند هرگاه) ج
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :  نقاط اکسترمم نسبی

1 (max    نقطـه ایست که نسبت به نقاط مجاور خود عرض          :  نسـبی
 . بیشتر یا مساوی داشته باشد

 
 
 
 
 
2 (min   نقطه ایست که نسبت به نقاط مجاور خود عرض کمتر           : نسبی

 . یا مساوی داشته باشد
 
 
 
 

 .  اکسترمم نسبی باشدox  اگر:نکته مهم 
 .  تعریف شده باشدoxتابع باید در) 1
 . دعلامت مشتق در طرفین آن عوض می شو) 2
 . مشتق در این نقطه یا صفر است یا اصلاً وجود ندارد) 3

 نکات مهم در مورد اکسترمم های نسبی
لزومـی نـدارد کـه تـابع در نقطـه  اکسـترمم نسـبی پیوسـته یا            ) 1

 . مشتق پذیر باشد
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 اکسترمم نیست تعریف نشده     .اکسترمم نیست

o=′= ym

o

o

′
=

y
y

o>′f o<′fo=′f

ox

o>′fo<′f o=′f

o>′f

ox

o=′f

o>′f

ox

o=′f
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 ریاضی تجربی

 . ی شونددو سر تابع هیچ گاه اکسترمم نسبی نم) 2
 
 
 
 
 
 
 
  نسبیmin نسبی است و هم maxتابع ثابت تمام نقاطش هم ) 3
 
 
 
 
 
 
x[y[تابع) 4 = 





⇒∉
⇒∈

oo

oo

xmaxminzx
xmaxzx

 اگر

 
 
 
 
 
 
x[xy[تابع ) 5 −= 





→∉

→∈

oo

oo

xzx
xminzx

 
 
 
 
 

 : نقاط بحرانی 
 را بحرانی گویند وقتی مشتق در این        f مـتعلق بـه دامنه       oxنقطـه   

 . نقطه یا صفر شود و یا وجود نداشته باشد

   بحرانی


 =
′

 →=′
=′→

=

o

o
o

مخرج
yنداردوجود

y
y

صورت

 

 
 نکات مهم در نقاط بحرانی 

 دو سرتابع به شرطی که در دامنه باشند بحرانی هستند-1
تمـام اکسترمم ها بحرانی هستند ولی هر نقطۀ بحرانی ای اکسترمم            -2

 . نیست
 .  هرجا تابع پیوسته نباشد بحرانی است-3

 :اکسترمم های مطلق 
1(max  نقطـه ایسـت که نسبت به تمام نقاط موجود در تابع            :  مطلـق

 .عرض بیشتری داشته باشد
2(min  نقطـه ایسـت که نسبت به تمام نقاط موجود در تابع             : مطلـق 

 .عرض کمتری داشته باشد
 دو سر تابع می توانند اکسترمم مطلق باشند: 1توجه 

هرگاه نقطه ای که به عنوان اکسترمم مطلق انتخاب می گردد           : 2توجـه   
 .می گوییم اکسترمم مطلق نداریم) ∌fD(تو خالی باشد

 
 
 
 
 

 
 
]ش به دست آوردن اکسترمم های مطلق در یک فاصلهرو ]b,a:  

 . نقاط بحرانی تابع را به دست می آوریم-1
 نقـاط بـه دسـت آمـده و دو طـرف فاصله را در تابع اصلی قرار                   -2

 مطلق و آنکه کمتر     maxمـی دهـیم آنکـه مقـدارش بیشـتر شـد           
 . مطلق استminشد

  :طریقه به دست آوردن طول اکسترمم نسبی
 ریشه های ساده طول نقطه اکسترمم نسبی هستند 

 ریشه های مضاعف اکسترمم نیستند و عطف می باشند
 : بودن اکسترمم نسبی min یاmaxآزمون مشتق دوم در تعیین

)x(f  . را در آن جاگذاری می کنیمox را به دست آورده و′′

→=′′
→<′′
→>′′

o

o
o

o

o

o

)x(f
)x(f
)x(f

 

 . و نقطه عطف تقعرجهت 
)x(f  :  را محاسبه نموده و در هر فاصله ای که′′
1(o>′′ )x(fتقعر رو به بالا است  
2(o<′′ )x(fعر رو به پایین است تق. 
 
 
 

 . نقطه ای است که جهت تقعر تابع در این نقطه عوض می شود:عطف
 . تابع باید در نقطه عطف پیوسته و مشتق پذیر باشد:توجه

  عطف نیست←چون پیوسته نیست
 

  عطف نیست←چون پیوسته نیست
 
 

 ت آوردن طول نقطه عطف برای به دس:نکته مهم 
 
 

o=′′→ yبرای عطف  
 
 

 برای تعیین اینکه تابع در چه فاصله ای تقعرش رو به بالا و در               :نکـته 
چـه فاصـله ای تقعرش رو به پایین است مشتق دوم تابع را به دست                

 .آورده تعیین علامت می کنیم
 کند؟چه عباراتی در یک تست ما را متوجه نقطه عطف می 

  هرگاه گفته می شود جهت تقعر تابع در این نقطه عوض می شود-1
علامت  تغییردر این نقطه با     مشتق دوم تابع     هـرگاه گفـته شـود        -2

 . می شودصفر
 هـرگاه گفـته شود مماس بر منحنی در این نقطه از منحنی عبور               -3

 .می کند
 
 
 
 
 

 :نکته مهم 
 :خواص مشترک اکسترمم نسبی و عطف 

 .ات نقطه اکسترمم و عطف در منحنی صدق می کند مختص-1
 طـول اکسـترمم نسـبی مشـتق اول را صفر می کند وطول عطف            -2

 .مشتق دوم را صفر می کند

1−

در توابع چند ضابطه ای مشتق پذیری در نقطه مرزی
 . بررسی شود اگر مشتق پذیر نبود بحرانی است

o=′→ yاکسترمم نسبی 

ox،minنسبی است 

ox،max استنسبی 

 ون قابل بررسی نیستبا این آزم

f > 0”

f  0”<

f  0”=

o>′′f

o=′′f

o<′′f

 .فقط ریشه های ساده طول نقطه عطف است

 .ریشه های مضاعف عطف نیست

I
I

 نسبی است و مطلق

 اکسترمم نیست
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 ریاضی تجربی

 در تمـام توابع قدر مطلقی و چند ضابطه ای هر سئوالی در              :نکته مهم   
 .مورد کاربرد مشتق مطرح شد حتماً نمودار آنرا رسم نمایید

x(g)bax(y(به صورت در توابع :نکته مهم n ×+= 























<−

>−
−=⇒

−=⇒

max)
a
b(g

min)
a
b(g

a
bxn

a
bxn

o

oاگر 

 
f باfمقایسه نمودار: نکته  ′:  

f هـرجا  -1 f صعودی و هرجا   f ها بود تابع   x بـالای محور   ′  پایین،  ′
 . نزولی استf ها بود تابعxمحور

و )  هاxتلاقی مشتق با محور( نقاطـی که مشتق در آنها صفر است       -2
 . استfنقاط بحرانی) تابع مشتق  تعریف نشده(یا مشتق وجود ندارد 

 نقاطـی کـه مشتق در آنها صفر است یا وجود ندارد به شرط اینکه                -3
 . استfحتماً تغییر علامت داشته باشیم ، نقاط اکسترمم نسبی

f هرجا -4 f رو به بالا و هرجا     f صعود کند تقعر   ′  fد تقعر  نزول کن  ′
 .رو به پایین است

5-max و min       هایـی کـه در نمـودار f  مشـاهده مـی گردد نقاط       ′
 . استfعطف

 تابع
تب گویند که ترتیب     را زوج مر   )b,a(هر دوتایی به صورت   : زوج مرتب 

 .قرار گرفتن آنها مهم باشد
)a,b()b,a( ≠ 

)d,c()b,a(اگر: توجه  آنگاه  =
db
ca

=
=

 

 :تابع

I.    مجموعـه ای از زوج مرتب ها زمانی تابع  :از دیدگـاه زوج مرتبـی 
ی اول مساوی نداشته    اسـت کـه هـیچ دو زوج مرتـب متمایز عضوها           

 .باشند

)},{(. تک عضوها تابع هستند:1نکته ی  21− 

 هـرگاه دو زوج مرتـب عضوهای اولشان مساوی باشند به            :2نکـته ی    
 .شرطی تابع است که عضوهای دوم هم مساوی باشند

II.   ط موازی  نموداری تابع است که به ازای هر خ        :از دیدگاه نموداری
 .ها تابع را حداکثر در یک نقطه قطع کندyمحور

 
 
 
 
 

III.      ضـابطه ای تابع است که به ازای هر         :از دیدگـاه ضـابطه ای x 
 . نتیجه دهدyدلخواه حداکثر یک

 معمولاً داخل قدرمطلق یا براکت یا دارای توان زوج باشد           y اگر :نتیجه
 .تابع نیست

 رادیکال ها با    .I:  نوع می باشند   3 نامنفـی هـا در ریاضـی بر          :نکـته 
  قدرمطلق ها.III عبارت های با توان زوج  .IIفرجه ی زوج  

گر جمع چند نامنفی صفر شود به این مفهوم است که تک تک              ا :نکته
 .آنها برابر صفر است

 
 

 چند ضابطه ای
هر ضابطه در دامنه ی     ) 1: چندضـابطه ای هـا بـه شرطی تابع است که          

 .روبه روی خود تابع باشد
اگر دامنه ها در یک     . دامـنه هـا عضـوهای مشترک نداشته باشند        ) 2

است که به ازای آن عضو مشترک   عضو مشترک شدند به شرطی تابع       
 . های مساوی دهدyهر دو ضابطه

 xحدود تغییرات» دامنه«
 . استR دامنه ی توابع خطی-1
مخـرج را برابر صفر قرار بده، دامنه        :  دامـنه ی توابـع کسـری       -2

R}ریشه های مخرج{←:می شود − 
 . استR اگر مخرج ریشه نداشت، دامنه:نکته

 فرجه ی فرد را درنظر      : دامـنه ی توابع رادیکالی با فرجه ی فرد         -3
 .هر تابعی که داخل آن است مدنظر است. بگیرید

زیـر رادیکال را بزرگتر  : فرجه ی زوج دامنه ی توابع رادیکالی با    -4
 .مساوی صفر قرار دهید

 . اگر رادیکال در مخرج بود فقط بزرگتر از صفر قرار دهید:توجه
 : دامنه ی توابع مثلثاتی-5

 . همان دامنه ی کمان استcos وsinدامنه ی) الف
 cot وtgدامنه ی) ب

}k 2
π

+π=کمان {RDtg −= →  دامنه

}kπ=کمان {RDcot −= →  دامنه

ــی -6 ــع لگاریتم ــنه ی تواب ــتم: دام a لگاری
blog ــه  دارای س

شرط
1≠

>
>

b
b
a

o

o

 .ی تابع است است که اشتراک این سه شرط دامنه 

 دامـنه ی تک تک آنها را حساب         : دامـنه ی توابع چندضابطه ای      -7
 .کنید و بین دامنه ها اجتماع بگیرید

 ربطـی به قدرمطلق و      : دامـنه ی توابع قدرمطلقی و جزءصحیح       -8
 .جزءصحیح ندارد و دامنه ی تابع داخلی آنها را حساب کنید

 .باشددامنه هایشان با هم مساوی ) 1 :تساوی دو تابع
 .ضابطه ها با هم مساوی باشد) 2                  

 اعمال روی توابع
 چهار عمل اصلی روی توابع) الف

})x(g{DDD

DDDD
)x(g

)x(f)x)(
g
f(

)x(g)x(f)x)(gf(
)x(g)x(f)x)(gf(

gf
g
f

gfgfgf

oI

I

o

=−=

==
≠

=

×=×
±=±

×±

 

 طول نقطه عطف

 اکسترمم نسبی است

 نسبی

 نسبی

فرد

زوج
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 :ترکیب توابع) ب

}D)x(f|Dx{D

}D)x(g|Dx{D
))x(g(g)x(gog

))x(f(f)x(fof
))x(f(g)x(gof
))x(g(f)x(fog

gf)x(gof

fg)x(fog

∈∈=

∈∈=
=
=
=
=

 

 اعمال روی توابع زوج مرتبی
 .عمل خواسته شده روی مؤلفه دوم دامنۀ مشترک انجام می شود

ــته  ــرگا:1نکـ ــد وg وFogه هـ ــوم باشـ ــد F معلـ  را بخواهـ
t)x(gکافیسـت   به دست آورده و     t را برحسب  x فـرض کرده و    =

 .جایگذاری کنید
t)x(g هـرگاه از    :2نکته    محاسبه نمود باید    t را برحسب  x نتوان =
 . را تولید کنیمg عبارتfogدر

مطابق مثال زیر عمل     را بخواهد    g معلوم و  F و Fogاگـر : 3نکـته   
 .کنید
12 اگر-1 :مثال −= x)x(Fog43 و += x)x(Fمطلوبست )x(g: 







−
=

−=+
→

+=⇒+=
−=

3
52

1243
4343

12
x)x(g

x)x(g

)x(g))x(g(Fx)x(F
x))x(g(F

 : تابع یک به یک 
I (       عـلاوه بـر دارا بـودن شـرط تابع نباید           : از دیدگـاه زوج مرتبـی

 .هم مساوی باشندمؤلفه های دوم با 
II (2121:از دیدگاه ضابطه ای xx)x(F)x(F =⇒=  

III (      عـلاوه بر دارا بودن شرط تابع هر خط که         : از دیدگـاه نمـوداری
هـا رسم گردد باید حداکثر تابع را در یک نقطه قطع            xمـوازی محـور   

 .نماید
 
 

                                                                        
 
 

 یک  gog و fof و gof و fog یک به یک باشند    g و f اگر :1نکـته   
 . یک هستند به

 تابع هموگرافیک  :2نکته  
cax
baxy

+
+

−≠o  با شرط   = bcad   یک به 
 .یک است

 :دایره مثلثاتی 
شعاع یک که مرکز آن انتهای سمت راست قطر افقی      دایـره ای است به      

جهت حرکت خلاف جهت عقربه های ساعت است و اگر برعکس           .اسـت 
 . منفی می شودزاویهاین جهت حرکت کنیم 

                                                                                                            
Cot           tg       Cos              Sin    
 ناحیۀ اول               +                      +                     +       +     

 ناحیۀ دوم                     +       -                      -                    -
        ناحیۀ سوم-                     -+                    +                      

      ناحیۀ چهارم-                      +                     -                    -
 
 
 
 
 

−α±πα±παنسبت های مثلثاتی ,,)( 2 
نسـبت تغیـیر نمی کند ولی علامت آن با توجه به ناحیه ممکن است               

 .عوض شود

±αنسبت های مثلثاتی 
π

α±
π

22
3 , 

 .توجه به ناحیه تعیین می شودنسبت عوض می گردد و علامت با 
)k(نسبت های مثلثاتی : نکته  α±π 
 . صرفنظر کنیدk فرد بود ازkاگر     Cos وSinدر
 . صرفنظر کنیدπk زوج بود ازkاگر                         
 
 . صرفنظر نماییدπk زوج ازk فرد و چهk چهcot وtgدر

 :فرمول های مثلثاتی 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)ba(بسط ± 

btgatg
btgatg)ba(tg

btgatg
btgatg)ba(tg

bSinaSinbCosaCos)ba(Cos

bSinaSinbCosaCos)ba(Cos
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bSinaCosbCosaSin)ba(Sin

+
−
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−
+

=+

+=−

−=⊕

−=−

+=⊕

1

1

 

 x3وx2نسبت های

CosxxCosxCos

xSinSinxxSin

xtg
tgxxtg

xSinxCosxSinxCosxCos

xSinxCosxSinxCosxSinxSin

343
433

1
22

21122
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122
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2222
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−
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 :فرمول های طلایی 

2
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2
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 :فرمول  مهم 

221
221

22
2

2

uCos)u(Cos

uSin)u(Cos
CottgCot

=+

=−
α=α−α

  

 ) :حالت های کلی(معادلات محاسباتی 

{
{

{ α+π=⇒α=
α+π=⇒α=

α±π=⇒α=




α−π+π=
α+π=

⇒α=

kxCotCotx)
kxtgtgx)

kxCosCosx)
kx
kx

SinSinx)

4
3

22
2
21

 

α±π=→







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
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α=

α=
α=

kx

CotxCot
tgxtg

CosxCos
SinxSin
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 : فرمول های انتگرال 

)1  ∫ += caxadx  

)2  ∫ +
+

=
+

c
n
xadxax

n
n

1
1

 

: قضایا   

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫

+±±=±±±

=

...hdxgdxfdxdx...)hgf()II

dx)x(Fadx)x(aF)I
 

∫ ++−=+− cxxxdx)xx( 23
212

232  

در حل انتگرال هرجا رادیکال دیدید به صورت توان کسری          : نکته مهم   

)xx(. بنویسـید  n
m

mn گـر متغـیر در مخرج بود آنرا به این           و ا  =
n: صورت بیاورید 

n x
x

−=
1 

∫ ∫∫ +
+

===

+
−

cxdxxdxx.x.xdx
x
xx

16
13

16
13

6
13

3
1

2
1

2
3
2

 

 : انتگرال مثلثاتی 

∫

∫

∫

∫

+−=+

+=+

+=

+−=

ckxcot
k

adx)kxcot(a)

ctgkx
k

adx)kxtg(a)

ckxsin
k

akxdxcosa)

ckxcos
k

akxdxsina)

114

113

12

11

2

2  

 : روش های انتگرال گیری 
عـبارتهای تواندار زمانی انتگرال دارند که بدون در نظر گرفتن توان            ) 1

 . اشته باشدمشتق پایه در کنارشان وجود د

∫ +
+

=′
+

c
n
udxuu

n
n

1
1

 

∫ +
++

=+++ c)xx(dx)xx)(x( 6
1112

6252  

هـرگاه انتگرال داده شده به صورت کسری باشد که درمخرج یک            ) 2
 جمله ای داشته باشیم حتماً صورت و مخرج را در           2عـبارت رادیکالی    

 . مزدوج رادیکال ضرب کنید و سپس انتگرال بگیرید

∫

∫ ∫

++
+

=++=

−+
++

=
++

++
×

−+

cx)x()x(

dx
x

)x(x
x
x

x
xdx

2
2
3
222

22
22

22
22

22

2
3

2
1  

22 الانتگر )3 sin,cos:         حـتماً از دو فرمول مثلثاتی زیر استفاده 
 : کنید 

2
21

2
21 22 axcosaxcosaxcosaxsin +

=
−

=  

22 انتگرال )4 tg,cot:          داخـل انتگرال را یکبار بعلاوه یک و یکبار 
 . منهای یک کنید و سپس انتگرال بگیرید

cxxcotxcotdxxcot +−
−

=−+=∫ ∫ 3
3
1
11133

22  

33 انتگرال )5 sin,cos: 
یـک تـوان کـم کنید و توان زوج حاصل را با استفاده از فرمول اولیه        

مثلثات 






−=

−=

axcosaxsin

axsinaxcos
22

22

1
1

 .  بنویس

∫∫ ∫ ∫ ++−=−=−== ccoscosxdxcosxsinx(sindx)xcossin(xsin.xsinxdxsin x
31

32223 

∫.  استlnچه انتگرالهایی جواب آنها ) 6 +=
′

c|u|lndx
u
u 

انـتگرال هـای کسری که مشتق مخرج در صورت وجود داشته باشد             
 .  مخرج استIn جواب

∫

∫

+−=
−

+=

c|x|ln
x

xdx

c|x|ln
x

dx

12
1

1
2

2
1 2

2

 

 ln بنویس که جواب     ,sincos آنرا به فرم     ,tgcot انـتگرال  )7
 . است

∫ ∫ +−=
−

−
−

= c|xcos|ln
xcos

xsinxdxtg 22
1

2
22

2
12  

از دو فرمول   :  باشد   2cos یـا    2sinانتگرالـی کـه در مخـرج        ) 8
 . مثلثاتی زیر استفاده می شود

axtg
axcos

axcot
axsin

2
2

2
2

11

11

+=

+=
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∫ ∫ +
−

=+= cxcotdx)xcot(
xsin

dx
1
11 2

2  

 : انتگرال نمایی ) 9

∫ += ce
k

dxe kxkx 1
 

∫ ∫

∫

+
−

==

+=

−− cedxe
e
dx

cedxe

xx

xx

22
2

33

2
1

3
1

 

ده شده   در فاصله دا   :محاسـبه انـتگرال معیـن از روی نمودار تابع           
ها اشغال می کند را محاسبه کنید و        xمساحت هایی که نمودار با محور     

ها را از تمام مساحت های پایین      xمجمـوع مسـاحت هـای بالای محور       
 .ها کم می کنیمxمحور

 : انتگرال معین از توابع قدر مطلقی 
 :  قدرمطلق را به دست آورید ریشه داخل

 اگر ریشه در محدوده نباشد به محدوده  کاری نداریم ) الف
اگـر ریشـه درمحدوده باشد، محدوده را با توجه به ریشه به شکل              ) ب

∫∫∫. زیر تفکیک می کنیم += b
ريشه

ريشه
a

b
a 

و در هـر فاصـله ابـتدا عـبارت را از قدرمطلـق بیرون آورید و سپس                  
 . د انتگرال بگیری

 : مشتق گیری از انتگرال 
I( مشتق گیری از انتگرال نامعین  : 

∫ =′→= )x(fydx)x(Fy  
II( مشتق گیری از انتگرال معین   

))x(F(h)x(F))x(g(h)x(gydt)t(hy )x(g
)x(F ′−′=′⇒= ∫

 
                             انتگرال معین

)a(F)b(F)]x(F)x(f b
a

b
a −==∫  

 : تگرال معین خواص ان

∫∫∫

∫ ∫

∫ ∫

+=

−=

=
+

= π
π

b
c

c
a

b
a

b
a

a
b

a
a

x

dx)x(Fdx)x(Fdx)x(F)

dx)x(Fdx)x(F)

x
dxsindx)x(F)

3
2

1
1 2

2
oo

 

∫ ∫∫ += 53
1

4
53

4
1

/
/  

 اگر )مثال






<
≥−=

12
113 2

xx
xx)x(F مطلوبست ∫−

2
1 dx)x(F: 

2
1

31
1

22
1

21
1

2
1 3

3
22132 ]xx]xdx)x(xdxdx)x(F −+=−+= −−− ∫∫∫  

 :مقاطع مخروطی
 :معادله ی کانونی دایره

اگر مرکز دایره
β
α

Oو شعاع دایره Rباشد معادله ی کانونی دایره : 

222 R)y()x( =β−+α− 
 

 :فرم ضمنی معادله ی دایره

++++=oبه صورت cbyaxyx  : است که22

I:  2 ضـریبx2 وy   اگـر دو عدد برابر بود تمام  .  بـاید یـک باشـد
ن عدد تقسیم کنید و اگر دو عدد نابرابر بود دیگر دایره            معادله را بر آ   

 .نیست
 x=oمشتق نسبت به
 y=oمشتق نسبت به

II:مختصات مرکز از روی فرم ضمنی  

III:اندازه ی شعاع از روی فرم ضمنی cbaR 42
1 22 −+= 

IIII:             فرم ضمنی بالا معادله ی خانواده ی دایره است که این خانواده 
 :تهی که برای تشخیص: 3نقطه  : 2دایره  : 1عبارت اند از 

+−<⇒دایره    ocba 422 

+−>⇒تهی    ocba 422 

+−=⇒نقطه    ocba 422 
 ایرهوضعیت نقطه نسبت به د

)y,x(بـرای بررسـی وضـعیت نقطه ی        oo    نسبت به دایره کافیست
)y,x(مختصـات  oo        را در دایـره قرار دهید و حاصل را)y,x(f oo 

  .بنامید
oooنقطه خارج دایره      >)y,x(f)  1 

 
 
 

oooنقطه روی دایره      =)y,x(f)  2 
 
 
 

oooنقطه داخل دایره      <)y,x(f)  3 
 

 قطعه مماس می توان بر      2از هر نقطه خارج دایره    ) 1 :نکـته ی مهـم    
 :دایره رسم نمود که طول آن برابر است با

)y,x(f oo=طول قطعه ی مماس  
 . خط مماس رسم نموداز هر نقطه روی دایره می توان یک) 2
از هـر نقطـه داخل دایره نمی توان مماس بر دایره رسم نمود ولی               ) 3

 .بی شمار وتر از این نقطه می گذرد

)y,x(f oo2=طول کوچک ترین وتر  
 طول بزرگترین وتر= قطر 

به دست آوردن کوتاهترین و بلندترین فاصله ی یک نقطه نسبت به           
 یک دایره

 .خارج دایره باشدنقطه ) الف
RAO  کمترین=−

RAO  بیشترین=+

 .نقطه داخل دایره باشد) ب
OAR  کمترین=−

ROA  بیشترین=+
 

 وضعیت خط نسبت به دایره
<⇒. خط دایره را قطع نمی کند ROH    )1 
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=⇒دایره مماس است  خط بر  ROH      )2 
 
 
 

>⇒ نقطه قطع می کند 2خط دایره را در  ROH  )3 
 
 
 

 اندازه ی مماس مشترک دو دایره
22 )RR()OO(   مماس مشترک خارجی=′−−′

 
 
 
 

22 )RR()OO(   مماس مشترک داخلی=′−+′
 
 
 
 

 وضعیت دو دایره
 .کز و شعاع هر کدام را به دست آورید مر-1
2-OO RRرا با) فاصله ی دو مرکز (′ RR یا+′  . مقایسه کنید−′

RROO  1(دو دایره بیرون هم        ′<+′
 
 
 

RROO  2(بیرون  مماس              دو دایره   ′=+′
  

 
                                                                                                   

RROO  3( درون  مماس             دو دایره    ′=−′
 
 
 

RROORR  4(  دو دایره متقاطع        −′>′>+′
 
 
 

RROO  5(»  متداخل«                    دو دایره درون هم  ′>−′
 
 
 
o=′OO       6(                    دو دایره هم مرکز 

 وتر مشترک
دو دایـره ی مـتقاطع اگـر نقـاط تقاطع آنها را به هم وصل کنیم به این      

 . دایره می گویند2پاره خط وتر مشترک 
 
 

 
  معادله را مساوی هم قرار داده، توان 2 :مشترکمعادـله ی وتر   ) الـف 

 . دایره است2هر چه ماند معادله ی مشترک .  ها حذف می شود2
 ابتدا معادله ی وتر مشترک را به دست آورید و           :طـول وتر مشترک   ) 2

طول معادـله ی بـه دسـت آمده را با یکی از دو دایره تلاقی می دهیم تا                   
ه ی دو نقطه ی به دست آمده طول وتر          فاصل.  به دست آید   نقطـه ی تلاقی   
 .مشترک است

 بیضی
I.بیضی افقی  

1(aAA    قطر بزرگ′=2
bBB   قطر کوچک′=2
cFF   فاصله ی کانونی′=2
2 (Aو A′رگ دو سر قطر بز 

Bو B′دو سر قطر کوچک  
Fو F′کانون ها هستند که همیشه روی قطر بزرگند . 
ωمرکز که همیشه وسط AA BB و′ FF و′  . است′

222:       رابطه ی مهم در بیضی) 3 cba += 

e( 2(خروج از مرکز بیضی) 4
2

1
a
b

a
ce −== 

)e(در بیضی: توجه  . است>1

:    طول وتر کانونی بیضی) 5
a
bMN

22
= 

abS :       مساحت بیضی) 6 π= 
 :مختصات رئوس و کانون ها) 7

β+
α+−

′
β+
α+

β+−
α+

′
β+
α+

β+
α+−

′
β+
α+

β
α

ω

oo

oo

oo

c
F

c
F

b
B

b
B

a
A

a
A

 مختصات مرکز

  :معادله ی کانونی بیضی افقی) 8

 12
2

2
2

=
β−

+
α−

b
)y(

a
)x(

 

 بیضی قائم
 بیضی افقی در    6 و 5 و 4 و 3 و 2 و 1تمـام اطلاعـات شـماره های      

 .مورد بیضی قائم نیز صادق است
 
 
 
 
 
 
 
 
 :مختصات رئوس و کانون ها) 7

β+−
α+

′
β+
α+

β+
α+−

′
β+
α+

β+−
α+

′
β+
α+

β
α

ω

c
F

c
F

b
B

b
B

a
A

a
A

oo

oo

ooمختصات مرکز  

  :»کانونی«معادله ی کانونی بیضی قائم ) 8 

 12
2

2
2

=
α−

+
β−

b
)x(

a
)y( 

ba در بیضـی همیشه    )1: نکـات   است پس عدد بزرگ در مخرج       <
 . است2aهمیشه

  افقی← بودxعدد بزرگ در مخرج
  قائم← بودyعدد بزرگ در مخرج

 2( 

  معادله ی بیضیفرم ضمنی
++++=oبه صورت  EDyCxByAx BA«.  است 22  ولی  ≠
 »هم علامت

BA   بیضی قائم<
AB   بیضی افقی<

 :تشخیص نوع بیضی از روی فرم ضمنی) 1
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 رهاز روش مشتق مانند دای: به دست آوردن مرکز از روی فرم ضمنی) 2
 
  خروج از مرکز از روی فرم ضمنی) 3

 
A,B
A,Be −= 1 

 مورد فوق را در تست بخواهد روش تستی داریم اگر هر مورد             3اگر  ) 4
 .دیگر را بخواهد باید فرم ضمنی را به کانونی تبدیل کنیم

  از مربع کامل⇐برای تبدیل فرم ضمنی به کانونی
 فوق فرم خانواده ی بیضی است که برای تشخیص مرکز           فـرم ضمنی  ) 5

 .را به دست آورده و در معادله صدق می دهیم
βα<⇒تهی o),(f 
βα>⇒بیضی o),(f 
βα=⇒نقطه o),(f 

 هذلولی
 نقطه ی ثابت در     2مجموعـه نقاطی از صفحه که تفاضل فاصله ی آنها از            

 .ابتی گرددصفحه یک مقدار ث

 
a2=ثابت =′− FmmF 

 . نوع است2هذلولی بر 
I.هذلولی افقی  
1(aAA   قطر کانونی′=2

bBB   قطر غیرکانونی′=2
cFF  له ی کانونی فاص′=2
2 (Aو A′ رأس کانونی2 دو سر قطر کانونی یا  

Bو B′دو سر قطر غیرکانونی  
Fو F′د کانون ها که همیشه در شکم هذلولی قرار دارن. 
ωمرکز است که وسط AA BB و′ FF و′  . است′
 
 
 
 
 
 
 
 
222:       رابطه ی مهم هذلولی) 3 bac += 

2 :خروج از مرکز) 4
2

1
a
b

a
ce +== 

)e(در بیضی: توجه  . است<1

:    طول وتر کانونی بیضی) 5
a
bMN

22
= 

 :مختصات رئوس و کانون ها) 6

β+
α+−

′
β+
α+

β+−
α+

′
β+
α+

β+
α+−

′
β+
α+

β
α

ω

oo

oo

oo

c
F

c
F

b
B

b
B

a
A

a
A

  مختصات مرکز

 

  :معادله ی کانونی هذلولی افقی) 7

 12
2

2
2

=
β−

−
α−

b
)y(

a
)x(

 

 مجانب مایل دارد که محل تلاقی آنها مرکز است که           2هر هذلولی   ) 8
 : به صورت زیر استمعادله ی آن

o=
β−

±
α−

b
)x(

a
)x( 

:             شیب مجانب مایل در هذلولی افقی) 9
a
bm ±= 

 b:        فاصله ی کانون تا مجانب) 10

:       فاصله ی رأس کانون تا مجانب) 11
c

ab 

abS:         مساحت مستطیل هذلولی) 12 4= 
 فرم ضمنی هذلولی

++++=oبــه صــورت EDyCxByAx  B وA«.  اســت22
 »مختلف العلامه

o>Aهذلولی قائم  
o>Bهذلولی افقی  

 :تشخیص نوع هذلولی) 1

 به روش مشتقمرکز ) 2
  خروج از مرکز) 3

 
A,B
A,Be += 1 

BAاگر) 4  . به این هذلولی متساوی القطرین گویند=−
 مـورد فـوق را بخواهد روش تستی دارد برای بقیه ی موارد     4اگـر   ) 5

 .باید فرم ضمنی به کانونی تبدیل شود
ی است که برای تشخیص،     معادله ی فوق معادله ی خانواده ی هذلول       ) 6

 .مختصات مرکز را به دست آورده،در فرم ضمنی قرار دهید
βα≠⇒هذلولی   o),(F 
βα=⇒دو خط راست   o),(F 

II.هذلولی قائم  
 هذلولــی افقــی در مــورد 12 و11 و10 و5 و4و 3 و2 و1مــوارد

 .هذلولی قائم نیز صادق است
 
 
 
 
 
 
 
 :مختصات رئوس و کانون ها) 6

β+−
α+

′
β+
α+

β+
α+−

′
β+
α+

β+−
α+

′
β+
α+

c
F

c
F

b
B

b
B

a
A

a
A

oo

oo

oo

  :ئممعادله ی کانونی هذلولی قا) 7

 12
2

2
2

=
α−

−
β−

b
)x(

a
)y( 

 :معادله ی مجانب های هذلولی قائم) 8

 o=α−
±

β−
b

)x(
a

)y( 

:             شیب مجانب مایل در هذلولی قائم) 9
b
am ±= 

 ضریب کوچک بین
 ضریب بزرگ بین

 حتماً یک            حتماً منفی

 ضریب مثبت بین
 ضریب منفی بین
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baدر هذلولی همیشه) 1: نکات ba یا< ba یا>  . است=
  افقی← بودxاگر کسر مثبت شامل
  قائم← بودyاگر کسر مثبت شامل

تشخیص نوع هذلولی) 2 

 . است2aعدد مخرج کسر مثبت همیشه) 3
baاگر) 4   می گویندمتساوی القطرین باشد به این هذلولی =

 سهمی
  در خط ثابت و یک نقطه ی ثابتمجموعه نقاطی از صفحه که از یک 

 کانون           خط هادی    
 .صفحه به یک فاصله باشند

 . نوع می باشد4سهمی بر
 
 
 سهمی رو به راست) 1

β+
α+

β
α

o

P
FS 

α+−= Pxمعادله ی خط هادی  

)x(P)y( α−=β−   معادله ی سهمی رو به راست42
 سهمی رو به چپ) 2

β+
α+−

β
α

o

P
FS 

α+= Pxمعادله ی خط هادی  
 
 

)x(P)y( α−−=β−   معادله ی سهمی رو به چپ42
 
 
 
 سهمی رو به بالا) 3
 
 

β+
α+

β
α

P
FS
o

 

β+−= Pyمعادله ی خط هادی  

)y(P)x( β−=α−   معادله ی سهمی رو به بالا42
 سهمی رو به پایین) 4
 
 

β+−
α+

β
α

P
FS
o

 

β+= Pyمعادله ی خط هادی  

)y(P)x( β−−=α−   معادله ی سهمی رو به پایین42
 :نکات

نون همیشـه در شکم سهمی است و خط هادی در پشت سهمی             کـا ) 1
 .است

2 (P= فاصله ی کانونی تا رأس=  فاصله ی رأس تا خط هادی 
   P2=فاصله ی کانونی تا خط هادی  
سـهمی رو بـه هـر محـوری بـاز شود، متغیر مربوط به آن محور از               ) 3

 .درجه ی اول است
 . اگر فرم ضمنی در هر شرایطی به فرم کانونی تبدیل شود)4
 P4=طول وتر کانونی) 5
 
 

 :تبدیل یا جایگشت
 :نکات مهم در تبدیل

 : می باشد و به مفهوم زیر است!)( نماد فاکتوریل به صورت-1
121123455 ××−−=××××= ...)n)(n(n!n!
 

 برطبق قرارداد: نکته
111 == !!o 

تایی با در نظر    nتایی از یک مجموعه   rتـبدیل  کـه یـک انـتخاب        
 .گرفتن جابجایی است مطابق فرمول زیر بیان می گردد

)!rn(
!n)r,n(
−

=ρ 

n              ر کنار هم   شـی مـتمایز را بـه چند طریق می توان در یک ردیف د
 n!قرار داد؟

 تبدیلات یکی در میان
m!n!. گروه برابر نباشند2اعضای ): 1(حالت  × 
m!m!.گروه برابر باشد2اعضای ): 2(حالت  ××2 

 :تبدیلات دایره ای
 :ز بخواهند دور یک محیط دایره ای قرار گیرندشی متمایnهرگاه
)n!( : اشیاء قابل وارونه شدن نباشد):1(حالت 1− 

2 . اشیاء قابل وارونه شدن باشند):2(حالت
1)!n( − 

 تبدیل با اعضای تکراری
!n 

 :مثال
322111با ارقام  رقمی می توان ساخت؟6عدد چند ,,,,,

!!
!
23

6
×

 

kr,kn(Pr(                   عضو خاصkتبدیلات شامل −−× 
  عضو خاصkتبدیلات فاقد

)r,kn(P − 
 ترکیب

تایی بدون در نظر    nتایـی از یک مجموعه      rتعـداد انـتخاب هـای       
 گرفتن حالت جابجایی

)!rn(!r
!n

r
n

)r,n(C
−

=







= 

 :مثال
  عضوی دارد؟r عضوی چند زیر مجموعهnیک مجموعه









r
n

 

 :احتمال
. آزمایشی که نتیجه آن از قبل مشخص نباشد       هر  : آزمـایش تصادفی  

 .مانند پرتاب تاس یا سکه
مجموعه تمام حالاتی که ممکن است در یک آزمایش         : فضـای نمونـه   

 . نمایش می دهیمSتصادفی اتفاق بیافتد که آن را با
n) تعداد وجه(=⇒ )S(nضای فضای نمونه ای تعداد اع 

 .زیر مجموعه ای از فضای نمونه ای است: پیشامد تصادفی

x

y

F
SPp

حاصل ضرب فاکتوریل اعضای تکراری
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 :احتمال وقوع هر پیشامد
  برابر است با تعداد حالات مساعد به تعداد کل حالت ها

        
)S(n
)A(n)A(P = 

 :قوانین احتمال
  احتمال وقوع هر پیشامد عددی است از صفر تا یک-1

1≤≤ )A(Po 
 نمایش می دهد    cA یا ′A را با  A متمم پیشامد  : متمم هر پیشامد   -2

 اتفاق نمی افتد و یا      ′A اتفاق بیافتد  Aو بدیـن مفهـوم اسـت که اگر        
 .بالعکس

)A(

)A()A(
)A()A( P)A(P

PP
PP

−=′
−=

=+
′

′ 1
11 

 : قانون جمع احتمال-3
)BA(P)B(P)A(P)BA(P IU −+= 

دو پیشامد را ناسازگار گویند که هیچ عضو        :  دو پیشـامد ناسازگار    -4
 .مشترکی نداشته باشند

oII =⇒φ=⇒ )BA(PBA2پیشامد ناسازگار  
 
 : دو پیشامد مستقل-5

دو پیشـامد را مسـتقل از هـم گویـند که وقوع یکی ربطی به دیگری                 
 .داشته باشدن

)B(P)A(P)BA(P ×=⇒ Iشرط دو پیشامد مستقل  
 : احتمال شرطی-7

را حساب کنیم به شرط اینکه احتمال       Aمـی خواهیم احتمال پیشامد    
 . را بدانیمBپیشامد

)B(n
)BA(n

)B(P
)BA(P)B|A(P II
== 

 بدانیم  می خواهیم

 کدام است؟B|A(P( دو پیشامد مستقل باشند آنگاهA,Bاگر

)A(P
)B(P

)B(P)A(P
)B(P

)BA(P)B|A(P =
×

==
I 

 : توزیع دو جمله ای-8
 شـیء شـرکت مـی کنـند احتمال          P,nدر انجـام عمـل بـا احـتمال        

 .شیء به نتیجه دلخواه برسندKاینکه

knk )P(P
k
n

)A(P −−







= 1 

R(  MinMaxR( دامنه تغییرات -1 دسته بندی داده ها −= 
 . است20 تا 5 بین  )x( تعداد دسته ها-2   

  )c( طول دسته-3   
K
RC = 

 :آمار
 ):1(نکته 

 را اضافه یا کم کنیم در دامنه        Kثابتاگـر بـه تمـام داده هـا مقـدار            
 .تغییرات، تغییری ایجاد نمی شود

 »2«نکته 
 |k| ضرب گردد، دامنه تغییرات در     kاگـر تمـام داده ها در عدد ثابت        

 .ضرب می شود
)F( فراوانی مطلق-4 i 

 .داده هایی که در هر طبقه قرار می گیرندتعداد 
 
 

 »3«نکته 
 .مجموع فراوانی همیشه برابر است با تعداد داده ها

( فراوانی نسبی -5
N
Ff( i

i = 

                 تعداد داده    
 .برابر است با فراوانی مطلق تقسیم بر تعداد داده ها

 »4«نکته 
 رابر با یکمجموع فراوانی نسبی همواره ب

( درصد فراوانی -6
N
fp( i

i 100×= 

 .برابر است با فراوانی نسبی ضربدر صد
 »5«نکته 

 . است100مجموع درصد فراوانی همواره برابر با 
 )FC( فراوانی تجمعی-7

 . دسته ماقبلفراوانی تجمعی+ مطلق آن دسته برابر است با فراوانی 
 :»6«نکته 
 .انی تجمع دسته اول با فراوانی مطلق دسته اول برابر استفراو

 .فراوانی تجمعی دسته آخر برابر با تعداد داده ها است
 
  }میانگین ـ نشانه ـ مرکز {)xi( مرکز دسته-8

 حد بالای دسته+ حد پایین دسته 
        2  

 »7«نکته 
 .ته است طول دسمتوالی هماناختلاف دو مرکز دسته 

  میانگین) الف

 بدون فراوانی 
N
xX i∑= 

  با فراوانی  
∑
∑=

i

ii
F
xFX 

 . میانگین همواره عددی است، بین بیشترین و کمترین داده-1
 یا کم کنیم میانگین نیز   را اضافه  kمقدار ثابت  اگر به تمام داده ها       -2

 .ت جمع یا کم می شودبا این عدد ثاب
 میانگین نیز در این     ضرب گردد  kدر عدد ثابت   اگـر تمام داده ها       -3

 .می شودعدد ثابت ضرب 
 : اگر داده ها تشکیل تصاعد عددی دهند، میانگین برابر است با-4

2
minmaxx +

=  

  : اگر داده ها با هم برابر باشند، داریم-5

 ∑ =− o)xx( i 
 . مجموع اعداد طبیعی مطابق رابطه زیر حساب می گردد-6

 2
121 )n(nn... +

+++ 

 میانه) ب
 .داده ها را به صورت صعودی یا نزولی مرتب کنید

 :اگر تعداد داده ها

 فرد باشد  ← داده وسطی:  میانه 

زوج باشد ←میانگین دو داده وسطی: نه میا 
 مُد) د

 .داده ای که بیشترین فراوانی را داشته باشد
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 ـ انحراف معیار    )پراش(واریانس  : عبارتند از :  شاخص های پراکندگی   -2
 .ـ ضریب تغییرات

 

2بدون فراوانی    
222 ∑ −

=δ=
)xx(

S i 

22واریانس ) الف δ−S  

      با فراوانی   
∑

∑ −
=δ=

i

i
F

)xx(
S

222 

  δ=Sواریانسانحراف معیار) ب

میانگینضریب تغییرات ) ج
معیارانحراف

=
δ

=
x

cv 

 :نکات مهم در واریانس و انحراف معیار
 مجموعـه ای از داده هـا واریـانس بیشـتری دارد که دامنه تغییرات                -1

 .بیشتری داشته باشد
ار ـ ضریب تغییرات صفر  فقـط در یک حالت واریانس ـ انحراف معی       -2

 .است و آن هم زمانی است که تمام داده ها با هم برابر باشد
 ضرب گردد در واریانس و انحراف       k اکـر تمام داده ها با عدد ثابت        -3

 .معیار تغییری ایجاد نمی شود
حراف معیار در قدر     ضرب گردد ان   k اگـر تمام داده ها در عدد ثابت        -4

 . ضرب می شود2k واریانس در|k|مطلق
 اگـر تمام داده ها تشکیل تصاعد عددی دهند انحراف معیار مطابق             -5

 .فرمول زیر حساب می گردد

           d←12  قدر نسبت تصاعد
12 −

=δ
nd 

 نقطه و قرینه یابیخط و 
 :خط و نقطه

 . ناحیه تقسیم می کند4 دستگاه محورهای مختصات صفحه را به -1
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 می باشد، یعنی هر نقطه روی       o=yها بصورت   x معادـله محـور      -2

 . استo=xها، y است و معادله محور  آن صفرyها xمحور 
xyمعادـله نیمسـاز ناحیه اول و سوم خط            و نیمساز ناحیه دوم و      =

xyچهارم خط   . است=−
سر آن معلوم    وقتی مختصات دو     AB بدست آوردن طول پاره خط       -3

 .باشد

 22 )yy()xx(AB BABA   طول پاره خط =−+−
 
 
 
 

   

2

2
BA

m

BA
m

yyy

xxx
m

+
=

+
=

 

 خط و نقطه
 :1نکته

مـیانه پـاره خطی است که از رأس مقابل شروع و به وسط ضلع مقابل               
 .فرود می آید

 اگر میانه های یک مثلث را رسم کنیم، این سه میانه همدیگر را در     -4
 . قطع می کنندGنقطه ای مانند 

      

    
G

CBA

G
CBA

yyyy

xxxx

G
⇒

++

⇒
++

3

3 

 اگـر مختصـات رأس مثلثی معلوم باشد مساحت آن مطابق رابطه           -5
 .زیر حساب می شود

)yy(x)yy(x)yy(xS BACACBCBA −+−+−= 2
1

 
)xyxyxy()yxyxyx( nnnn 13221132212

1
−− +++−+++= KK 

 مساحت 

 مساحت مثلث) ب

2
552

13222312
1

=−=−+−+−−= )()()(S ooo 

 
 
 :لاضلاع داریم در هر متوازی ا-6
 

      

 
DBCA

DBCA
yyyy
xxxx

+=+
+=+

 

 :2نکته
 یا  ACبرای بدست آوردن محل تلاقی دو قطر متوازی الاضلاع وسط           

BDرا بدست می آوریم . 
 هـرگاه خطـی محورهـای مختصـات را قطع کند، مساحت مثلث           -8

 :ایجاد شده
      

  qpS ×= 2
1 

      
 p:                طول از مبدأ 
      
 q:              عرض از مبدأ 

 شـیب برابـر است با تانژانت زاویه ای که خط با جهت مثبت محور             -9
xها ایجاد می کند. 

=α هاxزاویه با جهت مثبت محور    tgm 
 : هرگاه دو نقطه معلوم باشد شیب بصورت زیر است-10

      

    =m 

 : وضعیت دو خط نسبت به هم-12
21. شیب آنها باید برابر باشد: موازی یکدیگر) الف mm = 
 باشد و یا شیب یکی -1ها برابر بـاید ضـرب شیب      : عمـود بـرهم   ) ب

 عکس و قرینه دیگری باشد یا

2
121

1
2

111
m

mmm
m

m
−

=−=×
−

 

A B 

C D 

تفاضل عرض ها
تفاضل طول ها
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برای بدست آوردن نقطه تلاقی کافیست دو خط را در          : مـتقاطع هم  ) ج
 .یک دستگاه قرار داده و حل کنیم

oo دو خط -13 =++=′+′+′ cbyax,cybxaمفروض است . 
 

 

o

o

≠′+′
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≠
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bbaa
b
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a
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bbaa
c
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b
b

a
a

c
c

b
b

a
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 اطلاعات زیر   نیاز به یکی از دو    : ه نوشـتن معادـله یک خط       طـریق  -14
 :داریم

 : یک نقطه و شیب داشته باشیم-1

  )xx(myy oo −=−      m,
y
x

A
o

o 

بعد از اینکه شیب بدست آمد هرکدام :  دو نقطـه از خط معلوم باشد  -2
 .از دو نقطه معادله خط می نویسیم

 
12
12

xx
yy

m
−
−

= 

 :3نکته
oxxمعادله خط بصورت .  شدm=∞اگر در حل مسئله   . است=

 :4نکته

اگر دو نقطه داده شده بصورت       
b
c

A,
b
a

B     باشد معادله خط همواره 

axبصورت   . می باشد=
 :5نکته

اگـر دو نقطـه داده شده بصورت         
b
a

A,
b
c

B     معادله خط همواره به 

byصورت   . خواهد بود=
 : برای دو خط متقاطع-15

 دو خط را که در یک دستگاه قرار می دهیم و حل :نقطـه تلاقـی   
 .می کنیم جواب دستگاه نقطه تلاقی است

12 شیب هر خط را بدست آورده و       :زاویـه بین دو خط     m,m 
 . زاویه بین دو خط استα. می نامیم و از رابطه زیر بدست می آوریم

  
21
21

1 mm
mm

tg
+

−
=α 

همرس باشند ـ ( شـرط اینکه سه خط در یک نقطه متقاطع باشند            -15
ایـن اسـت که نقطه تلاقی دو خط باید در خط سوم             ) مـتقارب باشـند   

 .صدق کند
 ):روی یک خط باشند( نقطه بر یک استقامت باشند 3  شرط اینکه-16

   BCACAB MMM == 
 : فاصله یک نقطه از یک خط-17

22 ba

cbyax
dAH

+

++
== oo 

 
 

 
 
 

  فاصله دو خط موازی-18
o=++ cbyax 
 

    
22 ba

cc
d

+

′−
=

            o=′++ cbyax 

 :6نکته
 .ها باید برابر شوندyها و xز استفاده از این فرمول، ضرایب قبل ا

 :معادله دسته خط
مجموعـه خطوطـی کـه از یـک نقطه ثابت می گذرند، به دسته خط                
معروفند و برای نوشتن معادله دسته خط داشتن معادله دو خط کافی            

 . است
 )معادله یک خط (=m) معادله خط دیگر(

 
 

 هر عدد دلخواه 
 دلخواه به   mبـرای بدسـت آوردن نقطـه ثابـت یک دسته خط دو              

نقطه تلاقی این دو معادله     . معادـله بدهـید، دو معادله بدست می آید        
 .نقطه ثابت دسته خط است

 
 

 
 :تقارن

AA وسط O قرینه نسبت به یک نقطه:  مرکزی-1  . است′
 قرینه نسبت به یک خط:  محوری-2
 
 
 
 

AA عمود منصف dخط   . است′

قرینه نقطه 
y
x

Aنسبت به : 

←ها x محور -1
−
′

y
x

A  

← 4 و 2 نیمساز ناحیه -5
−
−
′

x
y

A 

←ها y محور -2
−
′

y
x

A  

 نقطه  -6
β
α

←
−β
−α

′ B
y
x

A 2
2

 

← مبدأ مختصات -3
−
−
′

y
x

A   

ax خط -7
y

xa
A =←

−
′
2

 

′← 3 و 1 نیمساز ناحیه -4
x
y

A  
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 ریاضی تجربی

 :انتقال محورها
هـرگاه محورهـای مختصـات را به موازات خود انتقال دهیم، بطوریکه             

مـبدأ مختصـات از نقطـه        
o

o
O      بـه مختصـات 

β
α
′O    ،منـتقل گردد 

 مختصـات نقـاط و معـادلات خـط و منحنـی در دستگاه جدید تغییر               
 .می کند
 
α−= xXجدید  

β−= yYجدید  
 

 
 
 :8نکته

 .در انتقال محورها شیب خط تغییر نمی کند
 : ماتریس2جمع و تفریق 

 حتماً دو   -1: دو ماتـریس وقتـی قابلیـت جمـع و تفـریق را دارند که              
ا با  برای جمع یا تفریق عضوهای نظیر ر-2. ماتـریس هـم مرتبه باشند    

 .هم جمع یا از هم کم می کنیم
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 :خواص جمع ماتریسی
ABBA .جمع ماتریس خاصیت جابجایی دارد +=+) 1 

  AAA =+=+ oo) 2 
 .جمع ماتریس ها خاصیت حذف دارد

       BACBCA =⇒/+=/+) 3 
 :ضرب عدد در ماتریس

  .تک تک عضوهای ماتریس ضرب می گرددآن عدد در 
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 :ضرب دو ماتریس
دو ماتریس وقتی قابلیت ضرب دارند که تعداد ستون های ماتریس اول            

 .با تعداد سطرهای ماتریس دوم برابر باشد
 :خواص ضرب ماتریس

ABBA . ضرب ماتریس خاصیت جابجایی ندارد ×≠×) 1 
             AAIIA =×=×) 2 

BACBCA.ضرب ماتریس ها خاصیت حذف ندارد =⇒//×=/×) 3 
    

    n بار 

   AAAAn ×××= K) 4 

 »×22دترمینان ماتریس «
 نشان می دهند و بصورت زیر       A را به صورت     Aدترمیـنان ماتریس    

 :محاسبه می گردد

 bcab
dc
ba

−= 

 )معکوس (×22وارون ماتریس 
 . ماتریسی معکوس پذیر است که دترمینان آن مخالف صفر باشد-1

 . نمایش می دهندA−1 را با A وارون ماتریس -2
 

  :×22طریقه بدست آوردن ماتریس معکوس 
 . جای عناصر قطر اصلی عوض شود-1
 . عناصر قطر فرعی را قرینه می کنیم-2
 . تمام عناصر را بر دترمینان ماتریس اصلی تقسیم می کنیم-3

 :نکاتی در مورد دترمینان و ماتریس وارون
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 :نکته مهم
 :مجهول ناهمگن2 معادله 2برای تحلیل دستگاه های 
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 :دو دستگاه هم ارز

دو دسـتگاه را هـم ارز گویـند که جواب یکی در دیگری صدق کند و                 
 .برعکس

)n)baبه   . بسط دوجمله ای گویند+
)n( هر بسط -1    . جمله دارد+1
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  دستگاه سازگار→جواب منحصر بفرد 

 بی شمار جواب     دستگاه مبهم ناسازگار→ 
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 ریاضی تجربی

   ام یک بسطk برای نوشتن جمله -2
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 بـرای بدسـت آوردن مجمـوع ضـرایب عددی کافیست جای تمام             -3

 .متغیرها عدد یک را قرار دهید

11121 1010 ==−⇒== )(yx 
 : هرگاه میانگین ضریب عددی را بخواهد-4

  میانگین ضرایب=        

      451 ⇒=⇒ xمجموع ضرایب  

          1514   تعداد جملات⇒+=

 12555
5 34

  میانگین===

  برای بدست آوردن بزرگترین ضریب عددی اگر -5

n← زوج  ←+ 12
nجمله  

n← فرد  ← 12 جملات طرفین +
n 

ام باهم برابر   rام با ضریب جمله     P هـرگاه در بسط ضریب جمله        -6
+=+2           : ریمباشد، حتماً دا nrP 

گـر عـدد ثابـت یک بسط را بخواهید، به جای تمام متغیرها عدد               ا -7
 .صفر قرار دهید

nbaدر بسط : روش تستی) ب )xx(   جملهx جمله مستقل از ±

 1+
−

=
ba

nak 

   ضریب تغییر بسط   ضریب عددی

 مجموع ضرایب عددی

 تعداد جملات
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