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.وارون يكديگرند gو  fهاي زير نشان دهيد كه   در مورد هر يك از قسمت-3
 

   ( ) , ( ) xf x x g x7 2 632 الف(7

( ) ( ( )) ( )
        

xfog x f g x x x7 2 6 3 3 32 7
( )

( ) ( ( ))
     

   
x xgof x g f x x

72 3 6 7 6 62
7 7

     ( ) , ( ) :f x x g x x x28 8 ب( 0

( ) ( ( )) | | ( )           xfog x f g x x x x x x02 28 8
( ) ( ( )) ( )        gof x g f x x x x28 8 8 ص 8

شوند به صورت  گيري دما استفاده مي گراد و فارنهايت كه براي اندازه ي سانتي ي بين درجه  رابطه-4 ( )f x x9 325
)راد و گ ي سانتي ميزان درجه xاست كه در آن  )f x ي فارنهايت است ميزان درجه . ( )f x1 را بدست آورده و توضيح

دهد؟ دهيد چه چيزي را نشان مي

( )         y xf x x x y x y9 932 32 5 9 1605 5
( )       y x y x f x x15 160 5 1609 5 160 9 9 9 9

  .دهد ميزان تغييرات درجه نسبت به فارنهايت را نشان مي

:ي آنها توابعي يك به يك بسازيد با محدود كردن دامنه. توابع زير يك به يك نيستند -5
x 0( ) | |f x x )الف
x 0 ( )g x x2 )ب
x 0  ( ) ( )h x x 22 پ( 1
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مجتبي لشينيمهندس : تهيه و تنظيم فصل يك : موضوع   

فح
ص

  ١٩ـه

.براي تكميل جدول استفاده كنيد fاز نمودار تابع  -6

( )

 

 

x

f x1
4 2 2 3
3 1 1 3

ي تابع  با محدود كردن دامنه -7  ( )f x x x2 4 و وارون آن f، يك تابع يك به يك بدست آورده و دامنه و برد 5
.را بنويسيد و اين دو تابع را رسم كنيد

( ) ( ) [ , ) [ , )         f ff x x x x D R2 24 5 2 1 2 1
( ) ( )            y x y x x y2 22 1 1 2 2 1

( ) [ , ) [ , ) 
            x

f f
x y f x x D R1 1

2 11 2 1 2 1 2

ر اگ -8 ( )f x x1 )و 38 )g x x3مقادير زير را بدست آوريد ،:
( ) ( )fog 1 الف( 5

( ) ( )      fog x f x x y x3 3 31 13 38 8
    x y x y3 38 24 8 24

( ) ( )  fog x x1 3 8 24
( ) ( )    fog 1 3 35 8 5 24 64 4

( )

( ( ) ) ( ) ( )  

 

   f f f1 1 1

8 6 3 72
6 6 8 72 3 600   ( )( )f of1 1 ب( 6

( )

( ( ) ) ( )  

 

  g f g1 1 1 3

8 5 3 64
5 64 64 4   ( )( )g of1 1 پ( 5

22
2

4

2
4

13

3
1

1 31

3
4

2 41 3 5
1
2
3
4
5

•

•
•

•

f 1
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بي لشينيمجتمهندس : تهيه و تنظيم  فصل دوم: موضوع  

فح
ص

  ـه
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بي لشينيمجتمهندس : تهيه و تنظيم  فصل دوم: موضوع  

فح
ص

  ـه
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بي لشينيمجتمهندس : تهيه و تنظيم  فصل دوم: موضوع  

فح
ص

  ـه

دوره تناوب، ماكزيمم، مينيمم و تانژانتسوالات مربوط به 
فصل دوم

:در نمودارهاي زير مقدار ماكزيمم، مينيمم و دوره تناوب را مشخص كنيد -1

max min  


2 2
2T 

        siny x2

max min  

T 

1 1
3 3

2
      sin y x1

3

max min  


1 1
T 

sin( )y x2

max min  


1 1
6T 

   sin( ) 
xy 3

:هر يك از توابع زير را مشخص كنيد دوره تناوب و مقادير ماكزيمم و مينيمم -2
sin( ) y x3 2 الف( 2

max | | min | |
| |

          
2 23 2 1 3 2 5 2T
b
  

cos( ) y x1
ب(4

max | | min | |
| |

          
1 1 1 1 2 2 24 4 4 4 T

b
 


sin( )  y x پ( 1

max | | min | |
| | | |

           


2 21 1 1 1 21T
b
     

)اي نمودارهاي داده شده در زير مربوط به تابعي با ضابطه هر يك از -3 ) sin f x a bx c يا( ) cos f x a bx c
.ي تابع را مشخص كنيدمقدار ماكزيمم و مينيمم و دوره تناوب و ضابطه. است

الف(

 2 2 

 2 2


 1
3

1
3


2

  2


6 3

2
3 4 5


2 2

 5
3

 4
3

 2
3


3
 12

1
2


3

2
3

4
3

5
3

x

y

2

2
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بي لشينيمجتمهندس : تهيه و تنظيم  فصل دوم: موضوع  

فح
ص

  ـه

:ي تابع به صورت زير استبا توجه به نمودار ضابطه
sin y a bx c

و با توجه به مقادير ماكزيمم و مينيمم و دوره تناوب از روي نمودار، 0c و| | 1
2a و| | 3b آيد كه در آن علامتبدست ميa  منفي و

sin: بنابراين داريم. مثبت است bعلامت 
1 32y x

ب(

cosتواند به صورتي تابع مورد نظر ميبا توجه به نمودار، ضابطه y a bx c  ي  و طول دوره1 و 5باشد و ماكزيمم و مينيمم آن برابر

بنابراين. است 4تناوب برابر 3c و| | 1
2b و| | 2a  .لذا 2a و

1
2b و بنابراين داريم :cos( ) 2 32

xy .

:نيمم هريك از توابع زير را بدست آوريدي تناوب و مقادير ماكزيمم و مي دوره-4
sin y x1 2 الف( 7

max | | min | |       2 1 3 2 1 1
sin

| |
max | | ,min | | | |

  

   
  

2
2 2
7 7

y a bx c T
b

a c a c
T


 

cos x3 ب(2

cos
| |

max | | ,min | |
max | | min | |

| |

  

   
              

2
2 4 1 3 1 3 1 3 1 3
2

y a bx c T
b

a c a c
T





sin( ) 
x پ(22

sin
| |

max | | ,min | |
max | | min | |

| |

  

   
              

2
2 4 2 2 2 21
2

y a bx c T
b

a c a c
T


     

cos x3 ت(34

cos
| |

max | | ,min | |
max | | min | |

| |

  

   
          

2
2 2 3 3 3 3
3 3 4 4 4 4

y a bx c T
b

a c a c
T


 

. هر يك از توابع داده شده را با نمودارهاي زير نظير كنيد-5

siny) الف x   ب(cos y x12 siny)پ2 x2   ت(cos y x1 2

 1(    ت

0  3 4 5 62 2
12
34
5

 3 42 2 3 4

1
2
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بي لشينيمجتمهندس : تهيه و تنظيم  فصل دوم: موضوع  

فح
ص

  ـه

 2(ب

 3(    الف

 4(ث

:ي تناوب و مقادير ماكزيمم و مينيمم داده شده بنويسيدي تابع مثلثاتي با دوره در هر مورد ضابطه-6
,max ,min   T  3 الف( 3

sin ,max | | ,min | |      y a bx c a c a c
( ) ( ) sin

| |
   

        
3 3 3 3 23 0 2 3 22 2a c b y x

b


,max ,min  T 3 9 ب( 3
sin ,max | | ,min | |      y a bx c a c a c

sin
| |

 
         

9 3 9 3 2 2 23 6 3 3 62 2 3 3a c b y x
b
 

,max ,min    T 4 1 پ( 7
sin ,max | | ,min | |      y a bx c a c a c

( ) ( ) sin( )
| |

     
          

1 7 1 7 2 1 13 4 4 3 42 2 2 2a c b y x
b


,max ,min   T  1 ت(12
sin ,max | | ,min | |      y a bx c a c a c
( ) ( ) sin( )

| |
   

        
1 1 1 1 21 0 4 42 2 2a c b y x

b
 

:ي مربوط به هر يك از نمودارهاي داده شده را بنويسيد ضابطه-7

الف(

 3 42 2 3 4
1
2
3

 3
4

2 2 3 4

1

1


6 3

2 3
4 5

7
8 4 1

1
23
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بي لشينيمجتمهندس : تهيه و تنظيم  فصل دوم: موضوع  

فح
ص

  ـه

max ,min ,   3 1 4T 
( ) ( ), ,| |   

       
3 1 3 1 2 2 2 11 22 2 4 2C a b

T T
  



sin( ) 
1 12y x

ب(

max ,min ,   2 4 T 
( ) ( ), ,| |   

       
2 4 2 4 2 21 3 22 2C a b

T
 


cos( ) 3 2 1y x

tany صعودي يا نزولي بودن تابع-8 x يرا در بازه[ , ]0 .بررسي كنيد 2

. ي خود همواره صعودي استتابع در دامنه

 كدام يك از جملات زير درست و كدام نادرست است؟-9
نادرست.  اش صعودي استتابع تانژانت در دامنه) الف
نادرست.  اي يافت كه تابع تانژانت در آن نزولي باشدتوان بازهمي) ب
نادرست.  اي يافت كه تابع تانژانت در آن غير صعودي باشدتوان بازهمي) پ
درست.  تانژانت در هر بازه كه در آن تعريف شده باشد، صعودي استتابع ) ت

.را باهم مقايسه كنيد tanو sin با توجه به محورهاي سينوس و تانژانت، در موارد زير مقادير-10

 
0 الف(2

  .در ربع اول هم سينوس و هم تانژانت صعودي است

sin

tan 

6 4 3 20
1 2 3
2 2 2 10
3

32 10

   

 

ن.ت  

 6 3 2 3 4 5 7 8 4 1

1
2

2
3
4

 2 
x

y


2

 3
2

2
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بي لشينيمجتمهندس : تهيه و تنظيم  فصل دوم: موضوع  

فح
ص

  ـه

 
  3 ب(22

  .در ربع چهارم هم سينوس و هم تانژانت صعودي است

sin

tan

  



 

113 5 7
62 3 4 2

3 2 1
1 2 2 2 0

3
3 1 3 0

  


2هاي مثلثاتيسوالات مربوط به نسبت
sin مقدار-1 ,cos 15 .را بيابيد 15

cos sin  22 1 2 

cos sin sin sin sin
  

         


2 2 2
3 13 2 3 2 3230 1 2 15 1 2 15 15 152 2 4 2

sin sin .cos sin sin cos   2 2 30 2 15 15  

cos cos
    



1 2 3 12 152 2 2 2 3


cos فرض كنيد-2  5
.حاصل عبارت زير را بدست آوريد. اي حاده باشدزاويه و13

cos)الف 2
cos cos 22 2 1 

cos ( ) 
        25 25 50 1192 2 1 2 1 113 169 169 169

sin)ب 2

sin cos sin cos ( )      2 2 2 2 251 1 1 13   

sin sin sin sin cos          2 144 12 12 5 1202 2 2169 13 13 13 169    

/هاي مثلثاتي سينوس و كسينوس را براي زاويه نسبت-3 22 .بدست آوريد 5
coscos sin cos sin ( / ) sin ( / ) 

      2 2 2 1 452 1 2 45 1 2 22 5 22 5 2 

sin ( / ) sin( / )
  

    2
21 2 2 2 2222 5 22 52 4 2

cos cos cos cos ( / )    2 22 2 1 45 2 22 5 1 

coscos ( / ) cos( / )
  

     2
211 45 2 2 2 2222 5 22 52 2 4 2

ن.ت  

 در ناحيه اول 
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بي لشينيمجتمهندس : تهيه و تنظيم  فصل دوم: موضوع  

فح
ص

  ـه

معادلات مثلثاتيسوالات مربوط به 
:هاتيپ اول سينوس

sin معادله-1  x 1
.را حل كنيد2

sin sin sin( )    
1
2 6x x 

( ) ,

( ) ,

       
      


2 26 6
72 26 6





x k k k

x k k k

  

   

. معادلات زير را حل كنيد-2
sin  x2 3 الف( 0

sin sin sin sin( )     
32 3 0 2 3x x x 

,

( ) ,

    
      


2 3
22 23 3





x k k

x k k k



   

sin  x4 8 ب( 0

sin sin sin sin( )   
       

8 2 2 24 8 0 4 4 2 4x x x  

( ) ,

( ( )) ,

       
        


2 24 4
2 24 4





x k k k

x k k k

  

    

sin معادله-3 sinx x2 .را حل كنيد 3
sin sin2 3x x

,
( )( ) ,

    



     

2 2 3 2
2 12 2 1 3 5





x k x x k k
kx k x x k

 


 

sin معادله -4  x2 3 2 .را حل كنيد 0

sin sin sin sin( )     
22 3 2 0 3 32 4x x x 

,

( )( )

              


23 2 4 3 12
2 13 2 1 4 3 12

kx k x k

kx k x
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بي لشينيمجتمهندس : تهيه و تنظيم  فصل دوم: موضوع  

فح
ص

  ـه

sin جواب معادله -5 .cos x x 3
  .را بدست آوريد4

  :كنيم ضرب مي2ابتدا طرفين معادله را در عدد 

sin .cos sin .cos sin sin sin( )       
3 3 32 2 2 2 24 2 2 3x x x x x x  

,

( )( ) ,

               


2 2 3 6
2 12 2 1 3 2 6





x k x k k

kx k x k

  

  

. معادلات زير را حل كنيد-6

sin sin x الف(32

     
23 2 2 3 6 kx k x k  

cos sin  x x2 1 ب( 1

sinsin sin sin sin   
 

           


2 2 2
1

1 2 0 2 1 0 2 1 0 1
2

x t b a c
t

x x x x t t
t

 

sin sin sin( ) ,

sin sin sin( )

         

              

x x x k k

x k
x x

x k

 




 

1 22 2
21 6

2 6 2 6



sin sin  x x22 1 پ( 0

sin   
 

    
 

2
1

2 1 0 1
2

x t b a c
t

t t
t

sin sin sin

sin sin sin( )
( )

        

              

x x x k

x k
x x

x k

 




 

1 22 2
21 6

2 6 2 6

cos sin x x2 1
ت(4

sinsin sin sin sin        2 21 31 04 4
x tx x x x 
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بي لشينيمجتمهندس : تهيه و تنظيم  فصل دوم: موضوع  

فح
ص

  ـه

( ) ( )( )

                    


12 2 2

2

1 2 1
3 3 2 20 4 1 4 1 4 1 2 34 4

2 2

t
t t b ac

t

,
sin sin sin

,

sin

               
 



21 6
52 6 2 6

3
2





x k k
x x

x k k

x






sin cos x x2 ث( 0
sin ( sin ) sin sin (sin )( sin )          x x x x x x2 21 2 0 2 1 0 1 2 1 0

sin sin

sin sin

         

                 

31 0 1 2 2
21 62 1 0 2 2 6







x x x k k

x k k
x x

x k k





 

 

m توپ را با سرعت يك بازيكن هندبال-7
s

12/براي هم تيمي خود كه در 16 اگر. كندمتري او قرار دارد پرتاب مي 8
.به صورت زير باشد و زاويه پرتاب) برحسب متر( d، مسافت طي شده افقي)برحسب ثانيه (Vرابطه بين سرعت توپ

آنگاه زاويه پرتاب توپ چقدر بوده است؟
sin


Vd 2 2

10

( ) sin // sin
( )

        
   


2 2 216 2 12 8 10 1 612 8 210 256 2 2 2 1 6

k

k

 
 

 
 

( )

      


12
2 1

2 12

k

k

 

 

متر باشند، آنگاه چند سانتي6 و 2اگر اندازه دو ضلع آن به ترتيب . مترمربع مفروض است سانتي3 مثلثي با مساحت -8
توان ساخت؟ها ميمثلث با اين خاصيت

sin   
1
2S AB AC A

  sin sin sin sin       
1 13 2 62 2 6A A A 

 غير ممكن

B

A

C

62
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بي لشينيمجتمهندس : تهيه و تنظيم  فصل دوم: موضوع  

فح
ص

  ـه





    
    


2 6
2 6





A k k

A k k



 

توانفقط مي 2A  و  5
6A  توان ساخترا در نظر گرفت پس دو مثلث مي.

:هاتيپ دوم كسينوس
cos معادله-1 ( cos ) x x2 9 :را حل كنيد 5

coscos .( cos ) cos cos       22 9 5 2 9 5 0 x tx x x x

( )( )
          
  

2
1

2 9 5 0 2 1 5 0 2
5

t
t t t t

t
 

cos cos cos ,

cos

        

   

1 2 222 3 3
5

xx x x k k

x

  

sin معادله-2 cos x x را در بازه 1 x 0 )ويژه رياضي (.حل كنيد 2
sin cos sin cos sin ( cos )       2 21 1 1x x x x x x

sin cossin cos cos cos cos cos cos cos            
2 212 2 2 2 21 2 1 1 2 2 2 0x xx x x x x x x x

cos cos ,
cos (cos )

cos cos ,

         
      

32 0 02 1 0 2 2
1 0 1 0 2

x x x
x x

x x x

 



: معادلات زير را حل كنيد-3
cos cos  x x2 1 الف( 0
cos cos cos cos cos ( cos )          2 22 1 1 0 2 0 2 1 0x x x x x x

cos cos cos( )

cos cos cos

       

       


0 22 2
1 22 3 3





x x x k k

x x x k k

 

 
 

cos cosx x2 )ب
  2 2x k x

    



   

2 2 2
22 2 3

x k x x k
kx k x x

 


 

2توان   

 غير قابل قبول

https://alirezaafshar.org/ مرکز مشاوره تحصیلی علیرضا افشار

https://afshar.xyz همه رسانه های ما
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فح
ص

ـه
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فح
ص

ـه
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مجتبي لشينيمهندس : تهيه و تنظيم فصل سوم : ضوع مو  

فح
ص

ـه
٣٣  

بخش پذيريسوالات مربوط به 
)ايچند جمله -1 )g x x x  3 22 xبر 1  :بخش پذير است؟ با انجام تقسيم درستي ادعاي خود را بررسي كنيد 1

( )

( ) ( )( )

( )

( )

x x x

x x x x

x g x x x x

x x
x
x

  

   

      

 
 
 

3 2

3 2 2

2 2

2

2 1 1
2 2 2 1

1 1 2 1

1
1

0
  . مقسوم عليه را در مقسوم قرار دهيمتوانيم ريشهمانده در يك تقسيم ميبراي بدست آوردن باقي: راه دوم
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)اي نشان دهيد چند جمله-2 )f x x x x   3 22 5 3 xايبر دو جمله 10  بخش پذير است؟ 2
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( ) ( ) ( ) ( )f              3 22 2 2 5 2 3 2 10 16 20 6 10 0 
  ماندهباقي 0
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)صفر كنيدعامل  )x 5 باشد پس بايد صورت را برميx 5 تقسيم كنيم:  
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.حد هاي زير را در صورت وجود بيابيد -4
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سوالات مربوط به حد هاي نامتناهي
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به چه معناست؟

)تابع حد  )f x  وقتي كهx  شود از هر عدد مثبت دلخواهي بزرگتر است نزديك مي2 به عدد 2از مقادير كوچكتر از.  
limعبارت) ب ( )

x
f x


 

2
به چه معناست؟ 

)حد تابع )f x  وقتي كهx  شود از هر عدد منفي دلخواهي كوچكتر است نزديك مي2 به عدد 2از مقادير بزرگتر از.  
.را رسم كنيد كه در هر دو شرط بالا صدق كند fنمودار تابعي مانند) پ

2
f (x)

x
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2
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.دهاي زير را بدست آوريدمقدار ح -1

lim lim ( )
lim lim

lim ( ) lim ( )
x x

x x
x x

x
xx x

x
x x x

 
 

 

  
  

  

23 2 2 33 3 0
1 1 1 1 01 1

lim
x

x
x





3 2

الف(1

lim ( ) lim ( )
lim lim

lim ( ) lim ( )

x x
x x

x x

t
t t t

t t
t tt

 

 
 


 


     

  

2 2 2
2

2

1 5 1 15 5 0 5 53 3 1 03 1 1
 lim

t

t
t t





2
2

1 5
3

ب(

lim
lim lim

lim ( ) lim ( )
x

x x
x x

xx
xx

x x


 

 

   
 

11
1 0 02 3 22 3 0 33

پ(

در ناحيه اول است
 پس

در ناحيه دوم است
 پس

https://alirezaafshar.org/ مرکز مشاوره تحصیلی علیرضا افشار

https://afshar.xyz همه رسانه های ما



مجتبي لشينيمهندس : تهيه و تنظيم فصل سوم : ضوع مو  

فح
ص

ـه
٣٨  

.هاي زير را بنويسيدبا توجه به نمودار هر تابع طرف دوم تساوي -2
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  9 0 9 ) lim ( )
x x

 3
71 9 

lim ( )
x

x


  31
2) lim ( )

x
x x


   3 212 7 62 

lim ( )
x x


1 02) lim ( )

x x



13 2 3

lim ( )

lim ( )

x

x

x

x








 


2
13 3 3

4 5 55
) lim ( )
x

x

x







2
13

4 4 5

 
( )

) lim ( )
x

f x
 


1

2  2 ) lim ( )
x

f x


1  

 ) lim ( )
x

f x



1

4  
( )

) lim ( )
x

f x
 


1

3

1 ) lim ( )
x

f x


6   ) lim ( )
x

f x



1

5

y f(x)

2
y g(x)

1
1

g h(x)

211
1

1

2

2

2

2

https://alirezaafshar.org/ مرکز مشاوره تحصیلی علیرضا افشار

https://afshar.xyz همه رسانه های ما



مجتبي لشينيمهندس : تهيه و تنظيم فصل سوم : ضوع مو  

فح
ص

ـه
٤٠  

lim ( )
lim ( )

lim ( )
x

x
x

xx
x x






 
22 2

3 3 3) lim ( )
x

x
x





2 15 3 1

lim ( )

lim ( )
x

x

x

x






2

2

2
2) lim ( )

x

x x
x x

 


 

2
2

2 3 16
5 3

lim ( )
lim ( )

lim ( )
x

x
x

x
x

x





  

5
3

2

2
2) lim ( )

x

x x x
x x

 


 

5 3
2

2 67
5 1

lim ( )
lim ( )

lim ( )
x

x
x

x
x

x





   


2
) lim ( )
x

x x
x






2
8 3

lim ( )

lim ( )
x

x

x

x




 
  

3

3

6 6 322
) lim ( )
x

x x
x x x

  


 

3
3 2

6 7 99
2 4

limهايهر يك از رابطه) الف -7 ( )
x

f x


 1 وlim ( )
x

f x


 به چه معناست؟ 2
)به اندازه كافي بزرگ انتخاب شود، تابع xاگر  )f x توان بهرا به هر اندازه دلخواه مي1 نزديك كرد.  
)اب شود، تابعبه اندازه كافي كوچك انتخ xاگر )f x نزديك كرد2توان به را به هر اندازه دلخواه مي .  
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مشتق: هاي فصل چهارم تمرين
تعريف حدي مشتق: تيپ اول

y معادله خط مماس بر منحني تابع-1 x 2 )اي به طول را در نقطه 3 )2 بنويسيد.
)در نقطه fدانيم شيب خط مماس بر منحني مي: پاسخ , ( ))A f  به صورت زير است:  
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0 0 0 0
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) اگر-2 )f x x 2،( )f  .وريدرا به دو روش به دست آ3
  :روش اول: پاسخ
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) اگر-4 )f x x x  23 2 1،( )f   واقع2اي به طول  را در نقطه fرا به دست آوريد و معادله خط مماس بر منحني 2
.بر آن بنويسيد

  :آوريم ابتدا شيب خط مماس را به كمك فرمول حدي مشتق به دست مي: پاسخ
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A

B

C
D

E
F

) اگر-5 )f x x 3 2،( )f  1 را به كمك تعريف مشتق به دست آوريد.
  :پاسخ

( ) ( )f      31 1 2 3
( ) ( ) ( )( ) lim lim lim

x x x

f x f x xf
x x x  

         
  

3 3

1 1 1
1 2 3 11 1 1 1
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1 ( )x x
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2 1
1

lim ( )
x
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   2
1

1 3

محاسبه شيب از روي نمودار: تيپ دوم

) براي نمودار-6 )y f x ترين مرتب كنيد ترين به بزرگ را از كوچك) ج(تا ) الف(شده از  هاي داده در شكل زير شيب.
  m1: پاسخ:Aشيب نمودار در نقطه) الف

 m2:پاسخ:Bشيب نمودار در نقطه) ب

 m3:پاسخ:Cشيب نمودار در نقطه) پ

 m4:پاسخ:ABشيب خط) ت

y شيب خط)ث  m:پاسخ :2 5 0 

yشيب خط) ج x:پاسخ:m 6 1 

  : استباشد و ترتيب قرارگيري به صورت زير بيشتر از ساير نقاط مي Aبا توجه به نمودار شيب در نقطه
m m m m m m    1 6 4 2 3 5 

.شده در جدول نظير كنيد هاي ارائه شده روي منحني زير را با شيب  نقاط داده-7
شيب  نقطه
F  3 
C1
E0 
A1

2
B1 
D2 

با  Fچنين در نقطه هم. كنيم انتخاب مي D را براي2تند است پس عدد  Bاز شيب در نقطه Dبا توجه به نمودار شيب در نقطه: پاسخ
  .در حال نزول هستيم Cسرعت بيشتري نسبت به نقطه

A

B
C

A

B
C
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فح
ص

ـه
٤٦  

a xb
c d e

y

.شده در جدول نظير كنيد هاي داده مشتقرا با  eو a،b،c،dهاي در شكل زير، نقاط به طول F با در نظر گرفتن نمودار-8

( )f xx
0 d

/0 5 b
2 c

/0 5 a
2e

هاست پس مشتق در آن نقطه برابر صفر است و شيب خط xموازي محور dكنيم خط مماس در نقطه با توجه به نمودار مشاهده مي: پاسخ
  .با شيب تندتري در حال نزول هستيم eچنين در نقطه باشد و هم مي bتندتر از شيب در نقطه cمماس در نقطه

)را روي نمودار Gو A،B،C،D،E،Fاطي مانند نق-9 )y f x به طوري كه. مشخص كنيد:
.اي روي نمودار است كه شيب خط مماس بر نمودار در آن منفي است ، نقطهA)الف
.اي روي نمودار است كه مقدار تابع و مقدار مشتق در آن نقطه منفي است نقطه B)ب
.جا صفر است ولي مقدار مشتق در آن نقطه مثبت است ودار است كه مقدار تابع در آناي روي نم نقطه C)پ
.جا صفر است اي روي منحني است كه مشتق در آن نقطه D)ت
.يكسان دارندنقاط متفاوتي روي نمودار هستند كه مشتق  Fو Eنقاط) ث
.جا مثبت ولي مقدار مشتق منفي است اي روي منحني است كه مقدار تابع در آن نقطه G)ج

  :پاسخ

x

y

A

B
C

D

E
GF

در مورد شيب منحني در اين نقاط كدام گزاره. گيريم را روي منحني زير در نظر مي Fو A،B،C،D،E نقاط-10
يك نادرست است؟ درست و كدام

.شيب منحني در همه نقاط مثبت است) الف
  .منفي است Fو C،Dشيب در نقطه(نادرست ـ : پاسخ
A)ب Bm m   

  .)تندتر است Bاز نقطه Aشيب در نقطه(نادرست ـ : پاسخ
E)پ B Am m m    

  تدرس: پاسخ
  .منفي است Cو F،Dشيب منفي در نقاط) ت

  درست: پاسخ
F)ث D Cm m m 

  .)است Cكندتر از نقطه Dشيب در نقطه: (پاسخ
C)ج D F E B Am m m m m m    

  درست: پاسخ

x

y

A

B

C

D

E

F
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):در شكل زير داريم f براي تابع-11 ) , ( ) /f f  4 25 4 1 .را بيابيد Cو A،B، با توجه به شكل مختصات نقاط5

  كنيم شيب خطي كه از  توجه به شكل مشاهده ميبا: پاسخ
  مشتق در. كند برابر است عبور مي Cو A،B نقاط
x نقطه  )يعني 4 )f  4.  

( ) / / / ( , / )B A B
B

B A

y y ym f y B
x x

        
 

254 1 5 1 5 26 5 5 26 55 4 

 / / / ( , / )A C C
C

A C

y y y y C
x x

 
      

 
251 5 1 5 23 5 3 23 54 3

پذيري و پيوستگي مشتق: تيپ سوم

)را به صورت) شكل زير(  g تابع-12 ) x xg x
x x

  
 

2 1
1 1

)چرا. گيريم در نظر مي )g .موجود نيست 1

xكنيم كه حدهاي چپ و راست تابع در نقطه  نمودار مشاهده ميبا توجه به: پاسخ 1 پس تابع پيوسته نيست و مشتق هم . با هم برابر نيستند
  .ندارد

) نشان دهيد مشتق تابع-13 ) | |f x x 2 xدر نقطه 1  1 موجود نيست.
  :پاسخ

| | | |( ) lim lim
( )x x

x xf
x x 

     
  

2 2

1 1
1 0 11 1 1

( ) ( )

( )
lim lim

x x

xx
x    






2

1 1

11
1

( )x
x





1
1 ( )

lim ( )
x

x
 

   
1

1   حد راست: 2

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )lim lim lim ( )
x x x

x x x x
x x       

    
     

 

2

1 1 1
1 1 1 1 21 حد چپ : 1

)هاي چپ و راست با هم برابر نيستند پس كنيم مشتق مشاهده مي )f  1 موجود نيست.  

]هاي پذيري روي بازه شتق م-13 , )a b و( , ]a b را به طور مشابه تعريف كنيد.
]روي بازه fتابع: پاسخ , )a b هرگاه. پذير است مشتقf ي روي بازه ,a b پذير باشد و در نقطه  مشتقa مشتق راست داشته باشد.  
)روي بازه fتابع , ]a b پذير است، هرگاه مشتقf روي بازه( , )a b ر نقطهپذير باشد و د مشتقb مشتق چپ داشته باشد.  

) تابع-14 ) x xf x
x x

    
 

2 2 1
1 1

]در بازه fچرا تابع. گيريم را در نظر مي , ]1 پذير نيست؟ مشتق 2

)كه روي بازه زيرا با اين: پاسخ , )1 xپذير است، اما در مشتق 2 1 پس )حد راست با مقدار تابع برابر نيست. (پيوستگي راست ندارد ،
xدر 1 مشتق راست ندارد.  

x
3 4 5

C
A

B

1

2
1
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  پيوسته نيست

مشتق چپ و راست با هم برابر نيست        

) اگر-15 )

x x

f x x x
x x

  


   
   

2
2 4 1

1 1 2
5 2 5

]هاي را روي بازه fپذير سم كنيد و مشتقرا ر fنمودار , ]1 1،( , )2 ]و 5 , ]2 0

.بررسي كنيد
]تابع در بازه: پاسخ , ]2 xزيرا در. پذير نيست مشتق 0  1 ناپيوسته است .

)ي تابع در بازه , )2   .پذير است مشتق 5
]تابع در بازه , ]1   .پذير است مشتق 1

) تابع-16 )

x x

f x x x
x x

 


  
  

2
5 4 0

0 3
6 3

.داده شده است

.سم كنيدرا ر fنمودار تابع) الف
  :پاسخ

)نشان دهيد كه) ب )f  )و 0 )f  .وجود ندارند 3
  :پاسخ

( )f 0 0

( ) lim lim
x x

xf x
x

 

   


2

0 0
00 00

 ( ) lim
x

xf
x 

      
0

5 4 0 40 0 0
 ( )f 3 9

( ) lim lim
xx

x xf
x x



     
 33
6 9 33 13 3

( )( )( ) lim lim lim ( )
x x x

x x xf x
x x  

  

       
 

2

3 3 3
9 3 33 3 63 3

.ضابطه تابع مشتق را بنويسيد) پ
xدانيم در مي: پاسخ  xو 0    .پذير نيست مشتق 3

( )
x

f x x x
x


   
 

5 0
2 0 3
1 3

.نمودار تابع مشتق را رسم كنيد) ت
  :پاسخ

2

1
11 5

1

3

2 3 4234

2

1 3

4

10

9

2

1

1

3

2 3

4
5

6
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1 2 3

:سم كنيد كه مشتق آن نمودار تابعي را ر-17
.در يك نقطه برابر صفر شود) الف
  :پاسخ

y x 2

xدر) ب  . شود3برابر  2
  : پاسخ

( )f x x x 2 
( )f x x  2 1 

( ) ( )f    2 2 2 1 3
.در تمام نقاط مثبت شود) پ

   :پاسخ

y x 3

.در تمام نقاط يكسان شود) ت
  :پاسخ

y x

.در تمام نقاط منفي شود) ث
  :پاسخ

y x  3

)پذيري تابع  مشتق-18 ) x xf x
x x

  




2 3 1
2 1

xرا در نقطه  .بررسي كنيد 1
  :پاسخ

lim ( ) lim ( )
x x

f x x
  

  2
1 1

3 4
lim ( ) lim ( )
x x

f x x
  

 
1 1

2 2
xحد چپ و راست در نقطه 1 پس پيوسته نيست و مشتق هم در. برابر نيستx 1 ندارد.  

)ر اگ-19 ) | |f x x 2 xرا در نقطه fپذير ، به كمك تعريف مشتق، مشتق4  2 بررسي كنيد.

  :پاسخ
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) lim lim lim ( )
x x x

x x xf x
x x       

             
 

2

2 2 2
4 0 2 22 2 42 2

( ) ( )

( ) ( )( )( ) lim lim
x x

x x xf
x x 

   

        
 

2

2 2
4 0 2 22 42 2

xدر fكنيم مشتق چپ و راست با هم برابر نيست پس تابع مشاهده مي  2 مشتق ندارد.  

y x 2

y x 3

y x
y

x

y x  3
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A( , )4 2
y x

y x 1
2

.پذير نيست شده، مشتق هاي زير مشخص كنيد كه هر تابع در كدام نقطه يا نقاط مشخص  در شكل-20
  :پاسخ

x1 x2 x3

  .پذير نيست مشتق x3و x1در
  اي نقاط گوشه

x

y

x1 x2 x3

  .پذير نيست مشتق x3و x2در
  نقاط ناپيوسته

x1 x2 x3
x

  .پذير نيست مشتق x2در
  نقاط گوشه

y

x1 x2 x3
x

  .پذير نيست مشتق x2در
  مشتق نامتناهي

y

x1 x2 x3
x

  .پذير نيست مشتق x3در
  )مشتق نامتناهي(

y

x2 x3
x

x4

  .پذير نيست مشتق x3در
  )نقطه ناپيوستگي(

.نيستند پذير مشتق A، نشان دهيد كه اين توابع در نقطهAشده در نقطه  با محاسبه مشتق راست و مشتق چپ توابع داده-21
  :پاسخ

( ) ( )
x xx xf x f x
xx x

         

2 2 00
1 00

( )
( ) ( )

( )
f

f f
f  


  
    

0 0 0 00 1  

( ) ( )
xx

f x f xx x
x x

      
   

2
11 11

1 1 0 1

( ) , ( ) ( ) ( )f f f f          1 1 1 0 1 1

( ) ( )
xx x

f x f x
xx x

x

      
   

11 44 22 1 44 2

( ) , ( ) ( ) ( )f f f f         
1 14 4 4 42 4

y x 2
y x 

A( , )00

y x 1y  1 A( , )1 1

1
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.ها نظير كنيد را به نمودار مشتق آن tو f،g،h نمودار توابع-22
  : پاسخ

g

y

f
y

h

y
y

t

y

h
x

t

y

y

f 
g

y

x

  .گيرد ها قرار ميxاگر نمودار تابع اصلي صعودي باشد، نمودار مشتق آن بالاي محور) 1
  .گيرد ها قرار ميx تابع اصلي نزولي باشد، نمودار مشتق آن پايين محوراگر نمودار) 2
  .شود ها ميxاگر نمودار تابع اصلي قله يا دره داشته باشد، در نمودار مشتق، آن نقاط محل برخورد با محور) 3

محاسبه مشتق توابع: متيپ چهار
. مشتق توابع زير را محاسبه كنيد-23

( )f x x x x   5 34 2 1)1
( )f x x x   4 25 12 2

( ) ( )( )f x x x x    3 22 1 7 2)2
( ) ( )( ) ( )( )f x x x x x x        2 2 36 7 2 2 1 2 7

( ) xf x
x





2 4
3 1)3  

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

x x x x xf x
x x

      
 

2 2
2 2

2 3 1 3 4 3 2 12
3 1 3 1

( )f x
x



1

4 )4  
( ) ( )( )( )

( ) ( )
xf x
x x
    
 2 2

0 4 1 1 1
4 4

( ) ( )xf x
x
 




8
2

3 1
5

 )5  

( ) ( )( )( ) ( )( )
( )

x x x xf x
x x

       
 

2 7
2 2 2

3 5 2 3 1 3 18
5 5
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( ) xf x
x x


 22 1

 )6  

( )( ) ( )( )( )
( )

x x x xf x
x x

    
 

2
2 2

1 2 1 4 1
2 1

( ) ( )( )f x x x  2 23 4 2 5 )7
( ) ( )( ) ( )( ( )( ) ) ( )( )f x x x x x x x x         2 2 1 26 2 5 3 4 2 2 2 5 2 5 24 30 16

( ) ( )( )f x x x  33 2 1 )8

( ) ( )( ) ( )( )f x x x x
x

    


3 23 1 3 2 3
2 3 2

( ) x xf x
x

 


 

2 3 1
3 2 )9  

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

x x x x x xf x
x x

           
   

2 2
2 2

2 3 3 2 3 3 1 3 4 3
3 2 3 2

( ) xf x
x



9 2 )10

( ) ( )
( )

( )

x x
xf x
x

  
  2

19 9 2
2

)پذير باشند و توابع مشتق gو f اگر-24 )f 2 3،( )f  2 )و 5 )g 2 )و 8 )g  2 )مقدار 6 ) ( )fg  )و 2 ) ( )f
g
 2

.را به دست آوريد
  :پاسخ

( . ) ( ) ( ) ( ) ( ). ( ) ( )f g f g f g           2 2 2 2 2 5 8 3 6 40 18 22 

( ). ( ) ( ). ( ) ( )( ) ( )
( ( ))

f f g g f
g g

          2 2
2 2 2 2 5 8 3 6 40 18 292 64 322 8

) اگر-25 )f  1 )و 3 )g 1 )مطلوب است، 5 ) ( )f g  )و 1 ) ( )f g 3 2 1.
  :پاسخ

( ) ( ) ( ) ( )f g f g       1 1 1 3 5 8 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g f g         3 2 1 3 1 2 1 3 3 2 5 9 10 19 
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فح
ص

ـه
٥٣  

.را در شكل زير در نظر بگيريد gو f نمودار توابع-26
)اگر) الف ) ( ) ( )h x f x g x  مطلوب است( )h 1،( )h )و 2 )h 3

)اگر) ب )( )
( )
f xk x
g x

 مطلوب است( )k 1،( )k )و 2 )k 3 
  :پاسخ

  :نويسيم را مي gو fابتدا ضابطه توابع

( ) , ( )( )mf f x y x y x            


0 4 2 0 2 4 2 84 ]ي براي بازه fضابطه تابع: 2 , ]2 4  

( ) ( )mf f x y x y x         


4 0 2 0 2 0 22 ]ي براي بازه fضابطه تابع: 0 , ]0 2  

( )( )mg y x y x
           


0 4 1 0 1 4 44 gضابطه تابع: 0

( ) , ( )
x x

f x g x x
x x
   

      

2 8 2 4 42 0 2 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) , ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f f g g
f f f g g
f f g g

 

     
        
      

1 2 1 2 1 3 1 1
2 4 2 2 2 2 2 2 2 1
3 2 3 2 3 1 3 1

( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( )h f g f g         1 1 1 1 1 2 3 1 2 4 

xدر  پذير نيست        مشتق 2
( ). ( ) ( ). ( ) ( ) ( )

( )
( ). ( ) ( ). ( ) ( )

f g f g
h

f g f g




        
         

2 2 2 2 2 2 4 1 82 2 2 2 2 2 2 4 1 0 

( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( ) ( )h f g f g          3 3 3 3 3 2 1 2 1 4 

( ). ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

f g g fk
g

        2 2
1 1 1 1 2 3 2 1 81 91 3

 

xدر  ).   پذير نيست تقمش 2 ). ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

f g g fk
g




         2 2
2 2 2 2 2 2 4 1 02 042 2

 

( ). ( ) ( ). ( ) ( )( )
( )

f g g fk
g




       2
2 2 2 2 2 2 4 12 242

 

( ). ( ) ( ). ( ) ( )( )
( )

f g g fk
g

         2 2
3 3 3 3 2 1 2 13 0

3 1

2

1

1

3

2 3

4

4

g
f

( , )2 4
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آهنگ تغيير: تيپ پنجم
) با توجه به تابع رشد-27 ( ) )f x x 7 :به سؤالات زير پاسخ دهيد 50
]آهنگ متوسط رشد، در بازه زماني) الف , ]0 قدر است؟ چه 25
  :پاسخ

( ) ( ) ( ) /
( ) ( )

f f f
f

    
   

  

25 7 25 50 85 25 0 85 50 35 1 425 0 25 250 7 0 50 50
يك بيشتر است؟ كدام.  ماهگي، با هم مقايسه كنيد49 ماهگي و 25اي تغيير قد كودك را در  آهنگ لحظه) ب

  :اي بايد از تابع مشتق بگيريم براي به دست آوردن آهنگ لحظه: پاسخ

( ) ( ) , ( )f x f f
x x

          
1 7 7 7 7 1 57 25 4910 2 102 2 2 25 2 49

xاي تغيير در هآهنگ لحظ    .بيشتر است 25

) ارتفاع يك جسم از سطح زمين از معادله-28 )h t t t  25 .آيد به دست مي 40
.سرعت جسم هنگام پرتاب و هنگام برخورد به زمين را به دست آوريد) الف
  :آوريم  زمين را به دست ميابتدا زمان برخورد به: پاسخ

( ) ( )
t

h t t t t t
t


           
2 00 5 40 0 5 8 0 8 

)براي به دست آوردن معادله سرعت، كافي است از معادله )h t نسبت بهt مشتق بگيريم:  

( )
( ) ( )
( ) ( )t
V

V t
V

   
         

0 10 0 40 4010 40 8 10 8 40 40 

mلحظاتي را معلوم كنيد كه سرعت جسم) ب
s

mو 35
s

35 است.
  :پاسخ

/

t t t
V t

t t t

            
         

110 40 35 10 510 40 2
10 40 35 10 75 7 5

 

.دهد  در يك روز نشان مي18 تا 8را در شهري از ساعت ) گراد سانتي( T جدول زير درجه حرارت-29
18  17  16  15  14  13  12  11  10  9  8  h ساعت

9  10  13  15  17  18  19  17  14  12  11  T درجه حرارت
:آهنگ تغيير متوسط درجه حرارت نسبت به زمان را

. به دست آوريد12 تا ساعت 8از ساعت ) الف
  :پاسخ

( ) , ( )T T 
    


19 11 88 11 12 19 212 8 4 

. به دست آوريد18ت  تا ساع12 از ساعت )ب
  :پاسخ

( ) , ( ) /T T 
    


9 1912 19 18 9 1 718 12 

  .شود  به طور متوسط هوا سردتر مي18 تا 12از ساعت . شود تر مي  به طور متوسط هوا گرم12 تا 8كنيم از ساعت  مشاهده مي
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زير نشان داده شدهدر نمودار ) هفته(اند برحسب زمان   كسري از جمعيت يك شهر كه به وسيله يك ويروس آلوده شده-30
.است
دهند؟ چه چيزي را نشان مي dو Lهاي خطوط شيب) الف

  .تري از شهر آلوده شدند يعني هر چه زمان بيشتر گذشته شود، جمعيت كم. در هفته سوم آهنگ آلوده شدن از هفته ششم بيشتر است: پاسخ
tهاي يك از زمان رش آلودگي در كدامگست) ب  tو 1  tيا 2  بيشتر است؟ 3

tدر: پاسخ    .شيب خط مماس بيشتر است 3
tرا براي) ب(قسمت ) پ  4،t  tو 5  .بررسي كنيد 6

tدر: پاسخ    .تر است از همه كم 6

)رو نمايش ميزان فروش تعداد نوعي كالا  نمودار روبه-31 )N پس از ضربt  تومان هزينه براي تبليغ استميليون.
.كند به دست آوريد  تغيير مي4 تا 3 و 3 تا 2، 2 تا 1، 1از صفر تا  tرا وقتي tبرحسب Nآهنگ تغيير) الف

  :پاسخ
( ) ( ) ( ) ( ),N N N N   

   
 

1 0 300 0 2 1 480 300300 1801 0 1 2 1 1
( ) ( ) ( ) ( ),N N N N   

   
 

3 2 600 480 4 3 700 60012 1003 2 1 4 3 1

  يابند، در حال كاهش است؟ افزايش مي tبه نظر شما چرا آهنگ تغييرات، وقتي كه مقادير) ب
  .)تعقر روي به پايين است) (اي در حال كاهش است چون آهنگ لحظه. (شود ها كم مي چون شب مماس: پاسخ

)دله حركت متحركي به صورت معا-32 )f t t t  2 ]برحسب متر در بازه زماني 10 , ]0 5 )t داده شده) برحسب ثانيه
]اي با سرعت متوسط در بازه زماني در كدام لحظه سرعت لحظه. است , ]0   با هم برابرند؟ 5

  :اسخپ


 


30 10 45 سرعت متوسط  0
( )

( )

f

f

 
   

2
0 10
5 5 5 10 30

سرعت متوسط 

)سرعت متوسط= اي  سرعت لحظه  )f t t   2   اي سرعت لحظه: 1

/t t    
52 1 4 2 52 

/0 1
/0 2
/0 3

d

L

654321 t

كسري از جمعيت 
كه آلوده شده اند

t

N

( , )1 300
( , )2 480

( , )3 600
( , )4 700

4321
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).شود  متر به هوا پرتاب مي11 توپي از يك پل به ارتفاع -33 )f t دهنده فاصله توپ از سطح زمين در زمان نشانt است.
)برخي از مقادير )f t تواند سرعت توپ يك از مقادير زير مي براساس جدول كدام. رو نمايش داده شده است در جدول روبه

0/را هنگامي كه در ارتفاع نظير زمان ثانيه است، نشان دهد؟ 4
/0 6 /0 5 /0 4 /0 3 /0 2 /0 tثانيه 0 1

/18 4   /17 4   /16 3   /15 1   /13 8   /12 )متر  11   4 )f t m
1/)الف 23
14/)ب 91
11/)پ 5
16/)ت 03

t/كه سرعت توپ را در براي اين: پاسخ  0 ]هاي توانيم ميانگين سرعت متوسط را در بازه به دست آوريم مي 4 / , / ]0 3 0 4 
]و / , / ]0 4 0   .به دست آوريم 5

( / ) ( / ) / / /
/ / / /

f f 
  


0 5 0 4 17 4 16 3 1 1 110 5 0 4 0 1 0 1 )1  
( / ) ( / ) / / /

/ / / /
f f 

  


0 4 0 3 16 3 15 1 1 2 120 4 0 3 0 1 0 1 )2  

/
 

11 12 11   ميانگين 52

يك نادرست است؟ يك از عبارات زير درست و كدام  كدام-34
]در بازه fآهنگ تغيير متوسط تابعي مانند) الف , ]0   .تر از شيب منحني در نقطه است هميشه كم 1
yزيرا تابع. نادرست است: پاسخ x )و از 3 , )0 )و 0 , )1   .گذرد مي 1

( ) ( )f f 
  

 
1 0 1 0 11 0 1   يير متوسطآهنگ تغ 0

( ) ( )f x x f   23 0   اي آهنگ تغيير لحظه: 0
  .اگر تابعي صعودي باشد، آهنگ تغيير متوسط آن، همواره صعودي است) ب

yتابعي مانند. نادرست است: پاسخ x تقعرش رو به پايين است. (تابعي صعودي است و آهنگ تغيير متوسطش همواره نزولي است(.  
)تابعي وجود ندارد كه براي آن هم) پ )f   )و 0 )f   0  

yتابع. نادرست است: پاسخ x   .در نظر بگيريد 3
( )f 0 0
( ) ( )f x x f   23 0 0

)ساعت داراي جرمtتوده باكتري پس از يك -35 )m t t t  .گرم است 32
tجرم اين توده باكتري در بازه زماني) الف 3   يابد؟ چند گرم افزايش مي 4
  :پاسخ

( )
/ /

( ) /

m

m

   
  

   

3

3
4 4 2 4 13 130 55 7 74 3
3 3 2 3 55 7

tهآهنگ رشد جرم توده باكتري در لحظ) ب    قدر است؟ چه 3

)  :پاسخ ) ( ) ( )m t t m
t

       2 21 1 16 3 6 3 54
2 2 3 2 3
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tدر لحظه.  ليتر است40 گنجايش ظرفي -36  مانده در ظرف پس اگر حجم مايع باقي. شود سوراخي در ظرف ايجاد مي 0

)ثانيه از رابطه tاز )tV   240 1 :آيد به دست مي 100
]آهنگ تغيير متوسط حجم مايع در بازه زماني) الف , ]0   قدر است؟ چه 1
  :پاسخ

/( ) ( ) , ( ) ( ) / /V V V 
         


2 20 1 39 204 400 401 40 1 401 39 204 0 796100 100 1 0

]اي حجم برابر آهنگ تغيير متوسط آن در بازه در چه زماني، آهنگ تغيير لحظه) ب , ]0 ود؟ش مي 100
  :پاسخ

( ) ( ) ( )t tV        
1 840 2 1 1100 100 10 100 

( )

( ) ( )

V
V

V


        

2

0 40 0 40 4100 100 0 10100 40 1 0100
 

/ t t t
       

8 0 8 4 8 4 5010 100 10 1000 10
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. با توجه به نمودار مقابل جاهاي خالي را پر كنيد-1

)بازه در ) الف , )1 بنابراين در اين بازه. ، مثبت استfهاي مماس بر نمودار اكيداً صعودي است، شيب خط fكه تابع 7
. مشتق  استfعلامت 

)ي در بازه) ب , )7 بنابراين در اين بازه علامت. منفي است fهاي مماس بر نمودار كه تابع اكيداً نزولي است، شيب خط 12
f منفي است.
)در بازه ) پ , )12  كه تابع، مقدار ثابت دارد، مقدارf صفر است.

) به كمك مشتق بيان كنيد تابع -2 )  f x x x3 .ها اكيداً نزولي استهاي اكيداً صعودي و در كدام بازهدر چه بازه 3
  : پاسخ

  :را تعيين علامت كنيم f كافي است مشتق تابع
( )( ) ,           f xf x x x x x x02 23 3 3 3 0 1 1

)در بازه  , ) 1  و( , )1  اكيداً صعودي و در بازه( , ) 1 اكيداً نزولي  1
x

f
 

   


1 1

2 2

)كه تابع   بزرگترين بازه از -3 )f x x x  3 12 در آن نزوي اكيد باشد، كدام است؟ 4
: پاسخ

)براي حل سوال كافي است نامعادله  )f x    :را حل كنيم 0
( )( ) ,f xf x x x x x x            02 2 23 12 3 12 0 4 2 2

)در بازه  fتابع  , )2   .نزولي اكيد است 2
x
f
f

   
   

 

2 2

20 12

) با تشكيل جدول تغييرات تابع -4 )g x
x


2

1
1

مشخص كنيد تابع  ،f هاودي اكيد و در كدام بازههايي صعدر چه بازه
نزولي است؟

( )( )
( )

g xxg x x x
x

      


0
2 2

2 2 0 0
1

)هاي تابع در بازه , ) )ي صعودي اكيد و در بازه 1 , )1 نزولي اكيد است.  

( )
( )

x
g x
g x

 
  

0
0

 علامت

اكيداً صعودي  اكيداً صعودي نزولياكيداً 

يكنوايي تابع

اكيداً صعودي  اكيداً صعودي نزولياكيداً 

صعودي نزولي

y f (x)

1271

1
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.ها را كامل كنيد در نقاط مشخص شده تعيين كنيد و جدولهاي نسبي هر يك از توابع زير را نوع اكسترمم-5
  
  

  

) با رسم نمودار تابع -6 ) | |f x x  xدر  f، نشان دهيد كه 2  .مينيمم دارد 2

( ) | | ( ) ( )
x x x x

f x x f x f x
x x x
              

2 2 22 2 0 1 2
)آيا ) ب )f    موجود است؟ 2

  .خير، زيرا مشتثق چپ و راست با هم برابر نيستند
xآيا ) پ    طول نقطه بحراني است؟ 2

xبله، زيرا تابع در   xپذير نيست ولي مشتق 2    .دامنه استعضو  2

f نمودار تابع -7 (x) x x  3 y: ايمرا رسم كرده 3 x x  3 3   
  .را تعيين كنيد fهاي نقاط اكسترمم نسبي طول) الف

): از روي نمودار , ), ( , ) 1 2 1 2   
,: هاطول 1 1   

)  :به كمك مشتق )f x x   23 3   
( )f x x x x        0 2 23 3 0 1 1

fهاي پذير است ريشهمشتق دانيم اين تابع در مي) ب (x)  .يعني نقاط بحراني را بدست آوريد 0
( )f x x      23 3 0 1
( ) , ( )f f    1 2 1 2

f تابع با ضابطه -8 (x) x x   2 2 .طول نقاط بحراني را بدست آوريد. را در نظر بگيريد 2
( )( ) f xf x x x x x             02 2 2 2 0 1 1

مقدار مشتق  مقدار اكسترمم نسبي  نوع اكسترمم نسبي  نقطه

A   نقطه اكتسرمم نسبي نيست    -

B   max  1  نسبي-  ( )f  برابر صفر است 0
C   نقطه اكسترم نسبي نيست  -  -

مقدار مشتق  مقدار اكسترمم نسبي  نوع اكسترمم نسبي  نقطه

A
 minنسبي و نه  maxنه 

  -  -  نسبي

B   min 0  نسبي  ( )f  2 موجود نيست
Cmax 2  نسبي  ( )f  2 موجود نيست

Dmin 0  نسبي  ( )f  موجود نيست 2

Eنهmax  و نهmin   -  -  

1
2
3
4
5

1 21

A
B

C

12345 321

2
3

DB

A
E

1 2

2
3

1 2
112

y x x  3 3
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g(x) جدول تغييرات تابع-9 x x 3 .اط اكسترمم نسبي تابع در آن را مشخص شده باشدرا رسم كنيد كه نق23
( )( ) ( ) ,g xg x x x x x x x         023 6 3 2 0 0 2

. نقاط بحراني توابع زير را در صورت وجود بدست آوريد-10
( )( ) ( )f xx xf x x x f

x x

          
 

0
2 2

2 2 2 0 0 0 2
2 4 2 4

 f (x) x  الف( 24

  . ساده مشتق تابع، نقاط بحراني هستندهايدانيم ريشهمي: به كمك مشتق
( )( ) ( )g xg x x x x x x x         02 23 6 3 6 0 3 2 0 g(x) x x  3 23 ب( 4

( ) ( , )
( ) ( , )

x g
x g
    

        

0 0 4 0 4
2 2 0 2 0

x در  )نقطه پذير نيست پسمشتق0 , )0 ).نقطه بحراني است 0 )h x
x

  3 2
1

3
 h(x) x پ( 3

 در هر يك از توابع زير، ابتدا نقاط بحراني تابع را بدست آوريد و سپس با رسم جدول تغييرات تابع، نقاط ماكزيمم-11
.نسبي و مينيمم نسبي آن را در صورت وجود مشخص كنيد

f (x) x x x   3 23 9 الف( 10
( )( ) ( ) ( )( ) ,f xf x x x x x x x x x                02 23 6 9 3 2 3 0 3 1 3 0 1 3

f
f

   
   

3 1
 

g(x) x x x    3 22 3 12 ب( 9
( )( ) ( ) ( )( )g xg x x x x x x x x x                    03 2 26 6 12 6 6 12 0 6 2 0 6 2 1 0

,x x  2 1

g
g

  
   

1 2
 

h(x) x x   3 3 پ( 2
))نقطه بحراني ندارد(غير قابل قبول )( ) h xh x x x x           02 2 23 3 3 3 0 1  

x  0 2  
) بازه , ) 0 ( , )0 2    ( , )2   

علامت  f   +  -  +

يكنوايي تابع  f -8 نزولي اكيد 0 صعودي اكيد    صعودي اكيد 

 
max  
 نسبي

min  
 نسبي

min
16

  
max
11  

min( , )
max( , )

 
 



1 16
2 11   

min
15

  
max
17  

max( , )
min( , )

 
  

3 17
1 15  
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) اگر نقطه -12 , )2 f، نقطه اكسترمم تابع 1 (x) x bx d  3 .را بدست آوريد dو  bباشد، مقادير  2
)نقطه  , )2   . را در تابع صدق دهيمتوانيم آنعضوي از تابع است پس مي 1

( )f b d b d I        2 1 8 4 1 4 7
)چون  , )2 xاكسترمم است پس مشتق در نقطه  1    .برابر صفر است 2

( )f x x bx  23 2
( )f b b       2 0 12 4 0 3

( )I d d     4 3 7 5
.هاي زير را در صورت وجود تعيين كنيدهاي نسبي و مطلق تابع به كمك رسم نمودار توابع، مقادير اكسترمم-13

f (x) x : x [ , ]  3 2 الف( 1
xدر   2  در .  است- 8مينيمم مطلق دارد كه مقدار آن برابرx 1 است1زيمم مطلق دارد كه مقدار آن ماك .  

g(x) x : x [ , ]   2 2 ب( 3
xدر   xدر .  كه مقدار آن برابر صفر استداراي ماكزيمم مطلق و نسبي است 0    . است- 9مينيمم مطلق دارد كه مقدار آن برابر  3

h(x)
x


پ( 1

  نه ماكزيمم دارد و نه مينيمم

t(x) | x |, x [ , ]   2 1 2 ت( 3
xدر  1  وx  1  داراي مينمم  مطلق و نسبي است و درx  xماكزيمم نسبي است و در  0    .كزيمم مطلق استما 3

2

8

2

9

4

y

x

8

3

https://alirezaafshar.org/ مرکز مشاوره تحصیلی علیرضا افشار

https://afshar.xyz همه رسانه های ما
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.هاي مشخص شده در صورت وجود بدست آوريد مقادير ماكزيمم مطلق و مينيمم مطلق توابع زير را در بازه-14
f (x) x x : x [ , ]     3 22 9 13 1 الف( 2

( ) ( )
x

f x x x x x
x
           

2 06 18 0 6 3 0 3
x  ] زيرا در بازه قابل قبول نيست 3 , ]1   .قرار ندارد 2

min( , ),max( , )013 2 7 
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

f
f

f

        
  

      

3 2

3 2

1 2 1 9 1 13 2
0 13
2 2 2 9 2 13 7

g(x) x x : x [ , ]    3 2 5 2 ب( 1

( )

( ) ( ) ( ) min( , ),max ( , )

( ) ( ) ( )

g x x x

g

g

     

            

    

2 2

3

3

23 2 0 3
2 2 2 2 5 17 2 17 1 2

1 1 2 1 5 2

ابعاد قوطي چقدر. ك ليتر باشدرو و درباز بسازيم كه گنجايش آن دقيقاً ياي شكل روبهخواهيم يك قوطي استوانه مي-15
.كار رفته در توليد آن مينيمم شودباشد تا مقدار فلز به

  :پاسخ
( )Lit cm  31   حجم استوانه 1000

r h h
r




  2
2

10001000  

  مساحت كل مساحت قاعده سطح جانبي

( )S r rh r r S r
rr

    


       2 2 2
2

1000 20002 2
  .شود مينيمم مي S، مقدار rكنيم به ازاي چه مقداري از و تشكيل جدول تغييرات آن، مشخص مي Sبا يافتن نقطه بحراني 

( ) ( )SS r r r S
r

  
   



          0 3 3
2 3 3 3

3

2000 1000 10 10 10 20002 2 2000 10 

. باشد و حاصل ضربشان كمترين مقدار ممكن گردد10 دو عدد حقيقي بيابيد كه تفاضل آنها -16
x y x y    10 10

( )( ) . ( ) yS y x y y y y y S y       210 10 2 10
( ) ( )ys y y x
 

          
0 2 10 0 5 10 5 5

مطلق مطلق

مطلق  مطلق

r

h

غ ق ق
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r

x r 2

h

.باشداي بر روي آن ميرهدايهايي وجود دارد كه به شكل يك مستطيل و نيم در بناهاي تاريخي كشورمان پنجره-17
 متر باشد، ابعاد آن را طوري بيابيدكه5/4اي اگر محيط يك چنين پنجره. طوري كه قطر نيم برابر با پهناي مستطيل است به

.بيشترين نوردهي را داشته باشد
  :پاسخ

/ ( )h r r   
14 5 2 2 محيط  22

rh r r h r        
9 92 2 2 4 2

  مساحت پنجره مساحت مستطيل دايرهمساحت نيم

( ) ( )rS r h r r r r        2 21 9 12 22 4 2 2 

( )S r r 
   24 9

2 2 
/ /( )

( )
S r r

 
        

  
4 9 4 5 4 52 02 2 4 4 

( )

( )

/

max
r

r

S

S

 
  

4 5
4

0 

هزينه هر متر.  متر مربع را ديواركشي كند10000مستطيل شكل به مساحت ثابت خواهد دور يك مزرعه  كشاورزي مي-18
. ميليون تومان است8 ميليون تومان و هزينه هر متر ديوارهاي شرقي و غربي 2ديوارهاي شمالي و جنوبي 

.هزينه مورد نياز براي انجام اين كار را به صورت يك تابع بنويسيد) الف
د تا هزينه ديواركشي به حداقل مقدار ممكن برسد؟ابعاد مزرعه چقدر باش) ب

  :پاسخ
) الف

xy y
x

  
  پ 100001000

( )( ) ( ) ( ) xp x x
x x

 
   

6 210000 4 10 400002 2000000 2 8000000
) ب

( ) x x xp x
xx

               
   

2 2 26 6
2

2 10000 400004 10 4 10

( )p x x x x x
x

   
           

 

20 6 2 2
2
400004 10 0 40000 0 40000 200

y
xx y


  

10000
200 50

x

y
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x2

y

 متر100اگر تنها هزينه . كشي كنيمالساقين را نردهل مثلث متساويخواهيم كنار رودخانه يك محوطه به شكمي)  الف-19
نرده را در اختيار داشته باشيم در اين صورت بيشترين مساحت ممكن براي اين مثلث چقدر خواهد بود؟

.بدون استفاده از مشتق نيز اين مسئله را حل كنيد) ب
  )  الف:پاسخ

h x h x    2 2 2 250 2500 

( ) ( ) [ / ]xS x h x x D     21 2 2500 0 502 

( )x
x x x xS x x
x x x

         
  

2 2 22
2 2 2

2 2500 2500 22500
2 2500 2500 2500

 

( )xS x x x
 

        
0 2 2 25002500 2 0 1250 1250 25 22

h x h h      
22500 2500 1250 1250 25 2 

( ) ( )( )xS     25 2 2500 1250 625 2 1250 

sinSبا توجه به ) ب    
1 50 sinبيشترين مساحت وقتي است  502 1  باشد پس  90 پس خواهيم داشت. شودمي :  

sinS         
1 150 50 50 50 1 12502 2 

هاxها و دو رأس ديگر بالاي محور x ابعاد متسطيلي با بيشترين مساحت را تعيين كنيد كه دو رأس آن روي محور -20
yروي سهمي x  .باشند 212

 :پاسخ

( ) ( )xS xy x x x x    2 32 2 12 24 2 
( )

( )
xS

xS x x x x


         2 2 224 6 24 6 0 4 2 
y x y    

212 12 4 8
  . است2 و عرض آن برابر 8                طول مستطيل برابر 

هنگام طراحي قطع اين كتاب. خواهد بود cm232 شامل يك متن ثابت  هر صفحه مستطيل شكل از يك كتاب جيبي،-21
ابعاد. متر در نظر گرفته شوندهاي كناري هر كدام يك سانتيو حاشيه cm2هاي بالا و پايين هر صفحه لازم است حاشيه

.ز كتاب كمترين مقدار ممكن باشدصفحه را طوري تعيين كنيد كه مساحت هر صفحه ا
   :پاسخ

( ) ( )( )xS x y xy x y      2 4 4 2 8 

( ) ( )
yxy x

x xS x y S x
x

       
32

32 644 2 40 4 40

( )
( )

xS
x

xS x x x
x x

           
2 0 2 2

2 2
64 4 644 4 64 0 16 4 

  :ابعاد جعبه برابر است با
y

x y


  
32

32 84

h
x

50 50

xy  32 y
x
2

11
2

y  4

x 2
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 متري شمال موقعيت فعلي او بعد از پارك قرار60غرب و  متري 200خواهد به ايستگاه اتوبوسي برود كه در  آروين مي-22
تواند از درون پارك و تنها باچنين ميهم. رو كنار پارك به سمت غرب برود متر بر ثانيه از پياده3تواند با سرعت او مي. دارد

mسرعت
s

.را طوري بيابيد كه او در كمترين زمان ممكن به ايستگاه برسد xبا توجه به شكل، مقدار . عبور كند 2
  :پاسخ

xtتوانيم از فرمول دانيم زمان را ميمي
V

 پس. بدست آوريم:

x xt
t


 

2
22
2

3600
xو 2 xt

v


 11
1

200
tو  3 t t 1 2 

( )x xt x x 
      

2 2200 3600 1 400 2 3 36003 2 6 

(t    
1 22 36

x

2
) t x x x

x x

    
 

0 2
2 2

32 2 3600 3
3600 3600

 

x x x x      2 2 2 2 214400 4 9 5 14400 2880
( )t      

1 400 2 24 5 3 3600 2880 1006 

x200

60
x

x 23600

200
پارك

موقعيت آروين

سايستگاه اتوبو
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 احتمال7فصل 
 لامپ قرار96ها معيوب است و درون جعبه ديگر   تا از آن6 لامپ قرار دارد كه 12ها  درون يكي از آن.  دو جعبه داريم-1

قدر احتمال دارد چه. آوريم اي را انتخاب كرده، يك لامپ از آن بيرون مي اند به تصادف جعبه ها معيوب تا از آن4دارد كه 
وب باشد؟لامپ موردنظر معي

  :پاسخ

      
1 6 1 4 48 4 52 13
2 12 2 96 192 192 192 48 

درصد سالمند باشند و30 درصد ميانسال و 50درصد كودك و نوجوان، 20 فرض كنيد جمعيت يك كشور متشكل از -2
گر فردي به تصادف از اين جامعها.  درصد باشد1 درصد و 5 درصد، 3ها به ترتيب  شيوع يك بيماري خاص در اين دسته

انتخاب شود، با چه احتمالي به بيماري موردنظر مبتلا است؟
  :پاسخ

( ) , ( ) , ( )P A P B P C  
20 50 30
100 100 100

( | ) , ( | ) , ( | )P D A P D B P D C  
3 5 1

100 100 100
 ( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P D P A P D A P B P D B P C P D C     

 
       

20 3 50 5 30 1 6 25 3 0100 100 100 100 100 100 1000 

 / % / 0 034 3 4 

كه دقيقاً در اين آزمايش احتمال اين.  سكه ديگر را با هم پرتاب كنيم3كنيم و اگر پشت بيايد   را پرتاب مي  يك سكه-3
قدر است؟ يك سكه رو ظاهر شود چه

  :پاسخ
( , , , , , , , , )S R PPPP PPPR PPRP PRPP PRRP PRPR PRRR PPRR 

 ( , , , )A R PPPR PPRP PRPP

( )P A                
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 11
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 16 16

1
2

1
2

6
12

4
96

لامپ 1

لامپ 1

معيوب
سالم

معيوب
سالم

سالم 92معيوب و 4معيوب 6سالم و  6
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10ها از  كه عمر آن و احتمال اين. وجود دارد Cتا از نوع 15 و Bتا از نوع2و  A ساعت ديواري از نوع5در يك جعبه  -4

A،4سال بيشتر باشد، براي نوع
B،9براي نوع5

C،1و براي نوع10
.آوريم به تصادف يك ساعت از كارتن بيرون مي. است2

 سال است؟10با چه احتمالي عمر اين ساعت بيش از 
  :پاسخ

( | ) , ( | ) , ( | )
A
B P kh A P kh B P kh C
C

  
5

4 9 12 5 10 215

 ( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P kh P A P kh A P B P kh B P C P kh C     

( )P kh  
          

5 4 2 9 15 1 2 9 15 40 18 75 133
22 5 22 10 22 2 11 110 44 220 220

اگر او. ي رياضي، تجربي و انساني مردود است ي خود براي تحصيل در دبيرستان بين سه رشته  مينا در انتخاب رشته-5
0/ي رياضي را انتخاب كند به احتمال رشته 0/، اگر تجربي را انتخاب كند به احتمال45 و اگر انساني را انتخاب كند به 1

0/احتمال 0/ي رياضي را انتخاب كند كه او رشته اگر احتمال اين. در آزمون ورودي دانشگاه پذيرفته خواهد شد 3 احتمال 1
0/كه رشته تجربي را انتخاب كند اين 0/كه رشته انساني را انتخاب كند و احتمال اين 6 باشد، با چه احتمالي در دانشگاه 3

پذيرفته خواهدا شد؟
  :پاسخ

p)ق( p)رياضي( p)ق|رياضي( p)تجربي( p)ق|تجربي( p)انساني( p)ق|انساني(

% / 
        

1 45 6 10 3 30 45 60 90 195 19 510 100 10 100 10 100 1000 1000 
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