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«تركيب توابع»
معرفي مي شوند به در صورت يا زوج مرتب يا ضابطه   gو    fدو تابع   -1

مانند

f {( , ),( , ),( , ),( , )}� 2 5 4 7 5 11 6 15
g {( , ),( , ),( , )}� 1 2 3 5 4 6

كه دوم آمده نگاه مي كنيم.  gرا مي خواهيم پس ابتدا به    fog  فرض كنيم

1 2 2 5 1 5    1 2 2 5 1 5
f ( , ) fog ( , ),( , ),( , )}� ��� � � � �3 4 4 7 3 7 1 5 3 7 4 15
f ( , )� ��� � �4 6 6 15 4 15

پس كافيه دقت كنيد.  ههميشه همين طور

3حالا 3 5 11

يا ضابطه 
x xg(x) , f (x)

x x
�

� �
� �

2 1
1 چيست؟  آنگاه   2

gof    يعنيf  هاي    رو بجايg  قرار بده

x x
x xx xg(x) gof (x) g(f (x)) x x xx

x x

� �
�� �� � � � � �

� � � �� ��
� �

1 2 222 2 22 2
1 1 21 312 2

حالا فقط نمره!رد چي مي خوره  دسوال هم تغيير كنه باز دقت مي خواد اين كه بخيلي ساده هست هر چه قدر  

گرفتن پس زورتو بزن ياد بگيري!
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2
1 1

2
1 2

2 1
1

2 2 2
1

1
4 2 

حالا اگه دامنه بخوان 

آخري را پيدا كنيم همون اولي ها دامنه اند پس آخريتو حالت زوج مرتبي اگر تونستيم زوج مرتب هاي اولي و  

ها برد.

f {( , ),( , ),( , ),( , )}� 1 3 2 5 3 6 4 7
g {( , ),( , ),( , ),( , )}� �11 1 3 2 4 5 7

( , ), ( , ) ( , ) D { , , }
( , ), ( , ) ( , )

fog
( , ), ( , ) ( , ) R { , , }
( , ),...

� � � � ��
	 �	� 
 � �	
	�

11 1 3 1 3 11 2
1 3 3 6 1 6
2 4 4 7 2 7 3 6 7
5 7

:طاما تو حالت ضاب ه يكم و فقط يكم كار سخت تره

اول اين تعريف رو بايد بفهميد (حفظ كنيد)

fog g fD {x D | g(x) D }� � �

 
تو رو نگه داريم و خود تابع دوم رو بزاريم اولييعني چي! يعني اينكه هر دو تا دامنه را بدست بياريد. دامنه 

دامنه تابع اول. نشد هنوز!

�ببينيد

1 0 0  

gg(x) x D : x . x� � �  �  �1 1 1

1 1 0 1 1
1 ∞  
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0 1 1

خوب دو جور ديگه مي شه سوال مطرح باشد.

1  (gof    وg    را بدهند وf  .را بخواهند

fاولي يا بزرگتر =

gدومي يا كوچكتر = 

بدست بياريم بگذاريم طرف دوم  tرا بر حسب    و   g(x)=tكافيه  

1اول اينجا بعد بالا

x t x xt t
x

x tx t
t tx( t) t x
t t

� � � � �
�

� � �
�

� � � � � �
� �

1

1 1 1

2-  fog    وf    را بدهند وg  .را بخواهند 

سوال برقرار داد.   fogرا بدست آورد و با   fogاينجا چون تابع بزرگتر را داريم پس مي توان 

xf (x)
x

�
�1

fog(x) x� �2 1

1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1
1 2 1 2 1

2 1
2 2

 

3 4 3 2 6 14 3 3 2 6 18
2 2 6

t xfog(x) x f (t) ( ) , f (x) ( )
t x

� � � � � � �
� �

2 2 21 1 11 1
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: حالا

2 4
2 4

5 21 21 2 4 21 4 17
5 25 4 21  

xمثال : دو تابع معرفي كنيد كه تركيب آنها  �3 2 باشد.1

f (x) x fog(x) x
g(x) x
� � � � �
�

3 2
3 2

2
1 1

ياپس منحصر به فرد نيست

f (x) x fog(x) x
g(x) x

�
� � �

� �

3
3 2

2 1
1

g(n)اگر   x x ,f (x) x� � � � �2 3 8 2 fog(x)آنگاه معادله 5 � را حل كنيد.7

2 2 3 8 5 2 2 6 16 5 7 
x

x x x x
x
�

� � � � � � �
�

2 2 12 6 4 0 3 2 0 2
فكر كنم يك نگاه به كتاب بندازي ديگه تركيب حله!

0 1 1 ∞ 1 0 ∞

xx
xx x
� ��

�  � 
�

11 11 0 0 0
01-

+-+

x x� � 1 0

: دو تا از كتاب

)1
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1
2 2 1

1 0 1

به صورت چند جمله اي هست!

2 2 1 1 2 2 2 
2 1 2 1 2 1 1 2 3 

2 2 1 1 ∞ 1 1 ∞  
x x x ,x �  �  � �2 22 2 1 1 1

1 1 1 ∞  

2) 2
1 1

3 0 
2

3 1
2

3  

xgof (x) g(f (x))

x

�
� � �

�

3 3 3
2 2

1

0 3 1 0 3

1 2
1 0 1

: اينام تمرين هاي كتاب

1 2 5
6

 

2) 3 2
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6
3 5

 
3) 2

2 16

 
4

 

«وارون تابع»

وارون تابع اين نيست كه تابع رو بر عكس كنيم مي شه فت نوعي بازيافته يعني دستور كه عمل ضابطه ي تابع

رو مي خواهيم.  xرو ميديم و   yرو مي خواستيم حالا    yمي داديم ،   xرا برعكس انجام بده يعني قبلا  

(x, y) f (y,x) f� � �

1 1 
رو عوض كنيم.  yو   xجاي   1زوج مرتبي رو كه يازدهم هم ديويد كافيه اگر يك به يك باشه 

f  به يك نيست  1 {( , ),( , ),( , ),( , )}� 2 5 3 7 4 9 6 7 

g {( , ),( , ),( , ),( , )}� 3 5 4 7 5 9 6 11
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g {( , ),( , ),( , ),( , )}� �1 5 3 7 4 9 5 11 6

به دقت تركيب هر تابع با وارونش مي شه تابع همان پس
fof (x) x
f of (x) x

�

�

�

�

1

1

نگاه كنيد.  gبه  
1 5 5 7 7 9 9 11 11  

وارون همند كافيه نشان بدهيم.  gو    fپس براي اينكه تويه سوال تشريحي بخواهيم نشان دهيم  

 
مثال

3 4
4

3

3 4
3 4

3 4 4
3

وارون همند.  g,fيعني  
7
2 3
2 6

7
 

8 2

8 0

: دستور وارون تابع

انند بردن عدد به طرف ديگر يا توان رساندن يا ريشه گرفتن) خلاصهساده بگم بايد يه بلايي سرتابع بياريم (م

f مي شه  xتنها بشه حالا   xتقسيم و ضرب و ...) تا   (x)�1    وy  !مي شه 

2 11)

f (x ) f (x ) x x x x x x� � � � � � � � � � �1 2 1 2 1 2 1 22 1 2 1 2 1 2 1

يك به يك است.
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پس وارون پذير هست.

(y x ) y x y x
y xx f (x)�

� � � � � � � �

� �
� � �

2 2 2

2 2
1

2 1 2 1 1 2
1 1

2 2
2 2 2 1 

به همين صورت نمي شه كاري كرد پس مربع كاملش مي كنيم

y x x (x )� � � � � � �2 22 1 1 1 1

y (x ) x y x y f (x) x�� � � � � � � � � � � � � � � �2 11 1 1 1 1 1 1 1

مي دانيم تابع درجه دوم (سهمي يك به يك نيست ولي در دامنه كوچكتر از محور تقارن يا بيشتر از آن يك به

است كه مي توان وارون آن را بدست آورد مثل مثال قبليك  

محدود كنيد كه يك به يك شود سپس وارون آن را بدست آوريد.  مثال : دامنه تابع را طوري

y x x (x )� � � � � � �2 24 4 1 2 1
xاگر    xباشد يك به يك است همچنين براي   2 � نيز يك به يك است.  2

نمونه

y (x ) x� � �22 2
xy (x ) | x | y x y�� � � ��� � � � � � � � �221 2 2 1 2 1

x y f (x) x�� � � � � � � � � �11 2 1 2

: مثال

y x (y x )� � � � � � � �33 32 1 1 1 2 1

(y )(y ) x x(y ) x � �
� � � � � � � �

3
3 3 1 11 2 1 2 1 1 2
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(x )f (x)� � �
�

3
1 1 1

2
: مثال

y (x ) y (x ) x y� � � � � � � � � � �3 3 32 1 1 2 2 1

x y f (x) x�� � � � � � �1 33 1 2 1 2

: مثال

y x (y x ) x (y )� � � � � � � � � � �2 22 1 1 2 2 1

x (y ) f (x) (x )�� � � � � � �2 1 21 2 1 2

fاگر   (x) x� �
1 g(x)و 38 x� مقادير زير را بدست آوريد.3

(الف

1ا 5 4

(fog)(x) x x x x� � � � � � � � �3 3 31 13 5 8 64 48 8
(ب

(f of )( ) f ( )� � �� �1 1 16 72 600

f ( )� �1 6 72

x x x� � � � � �
1 13 6 9 728 8

x x x� � � � � �
1 13 72 75 6008 8
(پ

(f of )( ) ,(fof )( )� �� �1 16 6 6 6
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(ت

g of ( ) g ( ) x x� � �� � � � �1 1 1 35 64 8 64 8

f ( )� �1 5 64

x x x� � � � � �
1 13 5 8 648 8

انقباض عمودي و افقي  -انبساط  -انتقال

y mf (a x b) n
� � � �

� � �
3 2 1 4

1- 0  b >  0 به سمت چپ منتقل مي شود و  b <   منتقل مي شودبه سمت راست

aباشد دامنه   < a  0الف) اگر   -2
1مي شود 1

انقباض
انبساط

aباشد دامنه علاوه بر   > a  0ب) اگر 
 ها قرينه مي شود.  yشدن نسبت به محور    1

 ها انبساط پيدا مي كند. yنمودار در راستاي محور    < m 1الف) اگر   -3

 ها انقباض پيدا مي كند.yنمودار در راستاي محور    m <  0 >  1ب) اگر 

 ها قرينه مي شود.  xعلاوه بر دو حالت بالا نمودار نسبت به محور    > m 0پ) 

واحد پايين مي آيد.  n، نمودار    > n 0واحد بالا مي رود. و اگر   nنمودار    < n  0اگر   -4

y f ( x )
� � � �

� � �
3 2 1 4

2 2 1 1   )1

2

5

2

335/2  1 

2
4

5/2

3

1- 1
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y f ( x)
�

� � �

� � �

2
3 1 3

11 2)2

 توجه :

y) براي رسم تابع  1 f (| x ها قرار دارد را حذف نموده و قسمت y، قسمتي از نمودار كه سمت چپ محور    �(|

 ها را عينا و قرينه سمت چپ مي كشيم  yراست محور  

y) براي رسم تابع 2 f( | x |)�  اين كار را بر عكس انجام مي دهيم.  �

y) براي رسم تابع 3 | f (x)  را حذف و در بالا قرينه مي كشيم.  xقسمت زير محور    �|

yنمودار تابع مثال :   x�  .را رسم كنيد

yالف) نمودار تابع  | x |� � �2 1  چيست؟  2

y x� �1 2  )3   y x� �1 2  )2   y x�  )1

2

41-  

2

3 2-  

)1

6 

2

4-  

)2
2

)3

2 4 6-  

)4

46-
2-

)1 )3

1-1-

)2

)4

1

)5

22112122

1

)6
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yب)  x� � �4 1 2

x

x
x

x

� � �

� �
� �

�

4 1 2 0
4 1 2

4 1 4
5
4

آزمون تابع

fبا استفاده از نمودار  -1 (x) x� تابع ، نموار توابع زير را رسم كرده و دامنه و برد آن ها را مشخص كنيد.3

: (الفپاسخ

y x� � �3 2

)7

1

2
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y  پاسخ : براي رسم نمودار x� � �3 y  از روي نمودار  2 x� y  مي بايستي ابتدا نمودار  3 x� را نسبت به محور   3

x ها قرينه كنيم تاy قرينه شده و به نمودار y x� � واحد در راستاي  2برسيم و در ادامه نمودار حاصل را  3

y قائم به پايين انتقال دهيم تا بالاخره به نمودار x� � �3  برسيم. داريم :  2

 
y) چه طولي دارد؟! آري در اين نقطه  ها (يعني  xبه نظر شما محل تلاقي اين نمودار با محور  بوده و داريم:   �0

x x� � � � � � � � �3 3 3 3 32 2 2   
ريشه سوم

بگير
  y x x� � � � � � �3 32 0 2 

y (x )� � 32 
 

 

yپاسخ : براي رسم نمودار  (x )� � yكافي است  32 x� واحد در راستاي محور طول ها به سمت چپ  2را  3

انتقال دهيم (اين موضوع را مي توانيد از محل تلاقي نمودار با محول طول ها نيز درك كنيد : 

y (x ) x� � � � � �32 0 2( 
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)y  ) به صورتها (يعني  yوافقيد كه محل تلاقي اين نمودار با محور  آيا شما هم م ) ( )� � � � �30 0 2 است؟!   8

(پ

y (x )� � � 32

yپاسخ : خب ديگر، با توجه به دو مورد ، قبلي حتما دريافته ايد كه براي رسم نمودار (x )� � � ابتدا نمودار  32

y (x )� � yواحد انتقال به سمت راست دادن نمودار 2را با 32 x� به دست آورده و سپس آن را نسبت به3

yها قرينه مي كنيم تا نمودارxمحور   (x )� � � 32: حاصل شود
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y( ) ( ) ( )� � � � � � � � �30 0 2 8 8

توابع زير در چه بازه هايي اكيداً صعودي و در چه بازه هايي اكيداً نزولي هستند؟هر كدام از   -2

پاسخ:

الف)

] پاسخ : در بازه هاي , ),( , ]�� ��3 )كه به معناي   2 , )� 2 3  ( , است اكيداً صعودي  �(

است.

ب)
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اين تابع همواره (روي : به عنوان دامنه تابع) صعودي اكيدا است زير نمودار تابع با حركت از چپ به  پاسخ

yمي تواند  بعراست همواره بالا مي رود. (اين تا x� باشد)  3

پ)

yپاسخ : اين تابع ، مي تواند متعلق به تابع x� )  باشد، در بازه2 , ]�� ]نزولي اكيد و در بازه0 , صعودي  ��0(

اكسيد است.

ت)

yپاسخ : نمودار اين تابع نيز (كه مي تواند مربوط به تابع نمايي x� باشد) 2

همواره صعودي است.

ث)

: xنمودار اين تابع هم (كه مي تواند متعلق به تابع لگاريتمي پاسخ
ay log� با

باشد) روي دامنه خود كه بازه است با حركت از چپ به راست همواره بالا رفته و اين يعني اكيداً  < 1aشرط 

صعودي است.

ج)
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y پاسخ : اين تابع كه مي تواند متعلق به تابع گوياي
x

�
باشد نكته بسيار جالبي را در خود نهفته دارد و آن1

) اينكه تابع در هر كدام از فاصله هاي , ) و  ��0( , )�� ه شاملك  نزولي اكيد بوده و حالي كه روي هر بازه اي  0

x نه نزولي).  (ريشه مخرج) باشد غير يكنواست (نه صعودي و  �0

چ)

)روي فاصله  پاسخ : اين تاع نيز با دامنه  , ]�� ]صعودي اكيد و روي فاصله  0 , نزولي اكيد است. اين ��0(

بدان معناست كه تابع روي دامنه خود غير يكنواست.

ح)
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اين نمودار كه متعلق به تابع مثلثاتي : y پاسخ sin x�  در بازه [ , ]�� مي باشد، در فاصله هاي  �

[ , ],[ , ]� �
� �� �2 ]نزولي اكيد و در فاصله2 , ]� �

� 2 ] صعودي اكيد است. يعني تابع  2 , ]�� روي غير  �

يكنواست.

خ)

اين نمودار كه متعلق به تابعي با ضابطه : y پاسخ x� است �2

] روي دامنه خود يعني فاصله , )� همواره رو به بالا رفته و اكيداً صعودي است.    ��2

يكي از دغدغه هاي اين روزها بحث كاهش بارندگي در كشورمان است كه خسارات بسياري را به بار مي -3

(برحسب  1394تا سال    1375آورد. در نمودار زير ميزان بارندگي سالانه سه شهر گرگان، زاهدان و اروميه از سال  

ميلي متر و در سال  372، ميزان بارندگي  85ميلي متر) آورده شده است. به طور مثال در شهر اروميه در سال  

ميلي متر بوده است كه روند نزولي بارنگي را در اين شهر نشان مي دهد. همچنين در شهر گرگان در  334،  90

ميلي متر بوده است كه روند صعودي بارندگي را 724، 90ميلي متر و در سال  522، ميزان بارندگي 85سال 

در اين شهر نشان مي دهد. با توجه به اين نمودار به سوال هاي زير پاسخ دهيد.

، در چه فاصله هاي زماني، ميزان بارندگي در شهر گرگان روند صعودي داشته است؟91تا   75الف) از سال  

زان بارندگي در شهر اروميه رون نزولي داشته است؟، در چه فاصله هاي زماني، مي  94تا    91ب) از سال  
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پاسخ الف) ابتدا با توجه به اطلاعات داده شده مشخص مي كنيم كه نمودارها از بالا به پايين به ترتيب مربوط

به شهرهاي گرگان، اروميه و زهدان است. حال با توجه به نمودار شهر گرگان مي بينيم كه ميزان بارندگي تنها

روبه رشد) را تجربه كرده است. پس جواب اين  ) روندي صعودي (افزايشي يا80(يعني در دهه  9تا    80از سال  

 مي باشد. ]80 , 90[مرحله فاصله  

روندي نزولي (كاهشي يا رو   ]93  , 94[و    ]91  , 92[براي فاصله هاي    94تا    91ب) نمودار شهر اروميه از سال  

ميه در سالميزان بارندگي شهر ارو 94تا  91به زوال) را تجربه كرده است. در حقيقت طي سه سال از سال 

 روندي صعودي دارد.   ]92 , 93[هاي اول و سوم روندي نزولي و در سال دوم، بازه  

y نمودار توابع -4 sin x� و y cosx� در بازه [ , ]� � �2 رسم شده است صعودي يا نزولي بودن آنها را در 2

بازه هاي مشخص شده تعيين نمايد.

[ , ]�
�

3 22[ , ]��
3
2  [ , ]�

�2  [ , ]�0 2  [ , ]�
� 02  [ , ]��� � 2  [ , ]�

� ��
3
2  [ , ]�� � �

32 2  x  
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صعود

ي
y sin x�

[ , ]�
�

3 22[ , ]��
3
2  [ , ]�

�2  [ , ]�0 2  [ , ]�
� 02  [ , ]��� � 2  [ , ]�

� ��
3
2  [ , ]�� � �

32 2  x  

yصعودي cosx�

: پاسخ

yالف) براي تابع  sin x�   در فاصله[ , ]� � �2 داريم :  2

(در شكل هاي رسم شده «ن» به معناي نزولي و «ص» به معناي صعودي است.)

[ , ]�
�

3 22[ , ]��
3
2  [ , ]�

�2  [ , ]�0 2  [ , ]�
� 02  [ , ]��� � 2  [ , ]�

� ��
3
2  [ , ]�� � �

32 2  x  

نزولينزوليصعودي
صعود

ي
y صعودينزولينزوليصعودي sin x�

yب) براي تابع  cosx�   در فاصله[ , ]� � �2 داريم :  2
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[ , ]�
�

3 22[ , ]��
3
2  [ , ]�

�2  [ , ]�0 2  [ , ]�
� 02  [ , ]��� � 2  [ , ]�

� ��
3
2  [ , ]�� � �

32 2  x  

y نزولينزوليصعوديصعودينزولينزوليصعوديصعودي cosx�

نمودار توابع زير را رسم كنيد و مشخص كنيد در چه بازهايي سعودي و در چه بازهايي نزولي هستند.  -5

(الف

ff (x) cos(x ) D [ , ]�
� � � �0 23

fبراي رسم نموار پاسخ :  (x) cos(x )�� � fDدر فاصله 3 [ , ]� �0 yكافي است نموار  2 cosx� در راستاي

�محور طول به اندازه
به سمت راست انتقال دهيم:3

�به جاي اينكه نمودار را
را همين اندازه به سمت چپ كشيد!  yواحد به راست ببريد مي توان محور    3

(ب

g(x) x | x |� �
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ابتدا با توجه به مفهوم قدر مطلق، تابع را به صورت دو ضابطه اي تبديل كرده و رسم  gپاسخ : براي رسم تابع 

: مي كنيم

x x x;x
g(x) x | x |

x x ;x
� � �

� � � 
 � � ��

2 0
0 0

xبراي   gاز اين نمودار پيداست كه تابع   xثابت و براي   �0 صعودي اكسيد و در كل صعودي است.   0

(پ

t(x) x� � �3 1

t(x) پاسخ : نمودار تابع x� � �3 yرا به كمك انتقال نمودار پايه 1 x� مطابق مكانيسم زير رسم كرده و از3

tDآن نتيجه مي گيريم كه تابع روي اكيداً   نزولي است.   �

نمودار تابع زير را رسم كنيد و بازه هايي را كه در آنها تابع، صعودي، نزولي يا ثابت است، مشخص كنيد.  -6
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x x
f (x) x

x x

� � � ��
	� � � �

	 � �

2 3 4
3 4 2
3 2 2

به آساني قابل درك است. چرا كه در هر مرحله با يك تابع خطي روبرو هستيم :  fپاسخ : رسم نمودار تابع 

) مي بينيم كه اين نمودار در بازه , )�� ] اكيداً نزولي در بازه �4 , )�4 ثابت (كه مي توان آن را صعودي يا 2

] نزولي هم در نظر گرفت) و بالاخره در فاصله , اكيداً صعودي است. بر اين اساس مي توانيم ادعا كنيم ��2(

) كه اين تابع در فاصله , )�� ] نزولي و در فاصله  2 , )� صعودي است.  ��4

با استفاده از نمودار تابع زير مشخص كنيد اين تابع در چه بازهايي صعودي، نزولي يا ثابت است؟  -7

) پاسخ : از نمودار پيداست كه تابع در بازه , ]�� ] اكيداً صعودي و در بازه 0 , ]0 ثابت و لذا در اجتماع اين دو 2

) بازه، يعني در , ]�� ] به همين منوال، تابع در بازه هاي است صعودي 2 , ]2 ] و 4 , ]6 اكيدا نزولي و در بازه 8
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[ , ]4 ]اكيدا صعودي است. حالا به عقيده شما تابع در بازه    6 , ]2 چگونه رفتري دارد؟! آري درست است ، رفتار  8

غير يكنوا دارد.

xy تابع نمايي  -8 � �2 xy تابع لگاريتمي  2 log� � �2 را رسم كنيد و در مور ديكنوايي آنها در كلاس بحث  2

كنيد.

xy پاسخ : براي رسم تابع نمايي � �2 xy ، با توجه به نمودار پايه 2 � xy (كه حالت كلي آن 2 a�  1براي

a >1  : مي باشد) داريم

xy مي بينيم كه تابع � �2 Dدر دامنه (  2 ) همواره صعودي (اكيداً صعودي) است.�

xyو اما براي رسم تابع لگاريتمي  log� � �2 2  : داريم

را حل مي كنيم :  y=    0معادله   براي يافتن 
x xlog log x� � � � � � � �2
2 22 0 2 2 4
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xy تابع  -9 | x |� ) در بازه  2 ,a]��    نزولي است، حداكثر مقدارa چقدر است؟ 

پاسخ : براي اينكه بيايم تابع در چه فاصله اي نزولي است، پيشنهاد مي كنيم نمودار آن را رسم كنيد (اساساً

با توجه به وجود قدر مطلق و مفهوم آن تابع رااين شعار من است كه : همه چيز در نمودار نمود پيدا مي كند!)  

: دو ضابطه اي مي كنيم

x x
y x | x |

xx

� 	� � 
 ��	�

3
2

3

0
0

)  حالا ديگر معلوم شد كه تابع در فاصله , ]�� ]  اكيداً نزولي و در بازه  0 , اكيداً صعودي است كه با مقايسه  ��0(

) نزولي بون تابع در بازه ,a]��  0مشخص مي شود كه بايد  =a  كه تابعكنيد باشد. دقت xy | x |� علي  2

yرغم شبيه بودن نمودار آن به x� با اين تابع يكي نيست!2

د كه در دامنه خود اكيداً سعودي و تابعي مثال بزنيد كه در دامنه خود اكيداً نزولي باشد.تابعي مثال بزني  -10

ny هر تابع به فرم كليپاسخ :   x b�� �2 fD روي دامنه (خود) (يعني  1 اكيداً سعودي و هر تابه به فرم   )  �

ny كلي x b�� � �2 yتابع هايروي دامنه خود اكيدانزولي است.مثلا1 x , y x , y x� � � � �3 3 32 3 همگي صعودي 1

yاكيد و تابع هاي   x� � 315 yو    2 x , y x� � � �3 همگي نزولي اكيد هستند. حتي مي توان موضوع را ساده  32
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f به صورتتر هم بيان كرد. هر تابع خطي  (x) ax b� نزولي  > a 0صعودي اكيدا و با شرط  < a 0با شرط  �

اكيد مي باشد.

fنمودار تابع   -11 (x) | x |� g(x)رسم كنيد و به كمك آن نمودار توابع   ]-2، 3[را در بازه    �2 | x |� � و  �2

h(x) | x |� �
1 k(x)و 22 | x |� � �

1 را رسم كنيد.23

yپاسخ : ابتدا نمودار تابع  | x |� y يا به كمك انتقال نمودار نام آشنار  �2 | x |�  : رسم مي كنيم

yحالا براي رسم  | x |� � yنمودار   �2 | x |� ها قرينه مي كنيم : xرا نسبت به محور    �2
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yو براي رسم نمودار  | x |� �
1 مي بايستي عرض هر نقطه از نمودار22 ، y | x |� را (با ثابت ماندن طول) �2

�1نصف كنيم. به همين منوال اگر عرض نقاط را با ثابت ماندن طول آن ها در
رضرب كنيم به نمودا3

y | x |�
� �

1 23: مي رسيم

y در شكل رو به رو نمودار توابع با ضابطه هاي -12 sin x, y sin x, y sin x, y sin x� � � � �
1 2 در بازه22

[ , ]�� y رسم شده است . نمودار تابع � sin x� را مشخص كرده و توضيح دهيد نمودار توابع ديگر چگونه به

كمك آن رسم شده است. دامنه برد هر كدام را مشخص كرده و با هم مقايسه كنيد.
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y  پاسخ : هر چهار نمودار sin x, y sin x, y sin x, y sin x� � � � �
1 2 ]و دامنه اي به صورت  22 , ]�� داشته  �

y دارد. در حقيقت با توجه به برد تابع پايهاما بردشان تفاوت  sin x�  است برد تابع ]-1، 1[كه فاصله بسته

y rsin x�   0براي r >    0به صورت و براي r <    به صورتr]-[r,   بوده و شكل نمودار| r |  براي �1| r |� �0 1 

 هاي منفي نمودار دقيقا قرينه نمودار rكشيده تر و براي بسته تر خواهد شد. حواستان باشد كه براي 

y | r | sin x�    نسبت به محورx ها خواهد بود. حالا بهتر است كه نمودار اين چهار تابع را در كنار هم رسم كنيم

: تا موضوع بهتر درك شود
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به صورت زير داده شده است، مي خواهيم با استفاده از آن نمودار توابع  ]-4، 4[با دامنه  fنمودار تابع  -13

y f ( x)� y و  2 f ( x)�
1
را رسم كنيم.2

yپاسخ بايد بدانيم كه براي رسم نمودار   f (k x)�    و روي نمودارy f (x)�    كافي است طول هر نقطهf (x)  را

k
yبرابر كرده و عرض آن ها را ثابت نگه داريم. به همين مناسب مي توانيم بگوييم كه نمودار  1 f ( x)� براي  2

k  ) 1هاي بزرگتر از يك  k >  با ضريب (k
1

) با ضريب k <  0 >  1(  1و    0هاي بين  kمنقبض (بسته تر) و براي    

k
منبسط (يا بازتر) مي شود.1
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D [ , ],R [ , ]� � � �2 2 2 4   D [ , ],R [ , ]� � � �8 8 2 4
yبا استفاده از نمودار  -14 cosx�  .نمودار توابع زير سم شده است، ضابطه هر نمودار را مشخص كنيد ،

y cos x� � y (ت  2 cos( x)�
1
y (پ2 cos x� 2 y (ب  2 cos( x)� � �

1 1
2 (الف2

y پاسخ : ابتدا به نمودار تابع cosx�  در بازه [ , ]� � �2 2  : توجه كنيد

https://alirezaafshar.org/ مرکز مشاوره تحصیلی علیرضا افشار

https://afshar.xyz همه رسانه های ما



32

)4با توجه به اين نمودار و دوره تناوب هر تابع و نيز برد آنها به راحتي مي توانيم تشخيص دهيم كه نمودار (

) متعلق3) متعلق به تابع (پ) و بالاخره نمودار (2) مربوط به تابع (ب) ، نمودار (1مربوط به تابع (الف) ، نمودار (

 ه تابع (ت) مي باشد. ب

yطول هرنقطه از نمودار  cosx�  �1برابر وعرض آن ها را-2را
2

yبرابرمي كنيم.     cos( x)� � � �
1 1
2 (الف 2

yطول هرنقطه از نمودار  cosx�  1را
yبرابرمي كنيم.   2ا برابر وعرض آن ها ر  2 cos x� �2 ب(  2

y با ثابت ماندن عرض هر نقطه از نمودار cosx�   برابر كرد.  2بايد طول هر يك را y cos( x)� �
1
2

(پ  

yطول هر نقطه را نصف و عرض را قرينه مي كنيم.  cos x� � (ت  �2

yنمودار توابع  -15 sin x� � �2 yو  1 sin( x)�
�

12 yرا به كمك نمودار 3 sin x�  در بازه[ , ]�� رسم �

كنيد.

y نمودار تابعپاسخ :   sin x�  در بازه  [ , ]�� �  : به صورت زير بوده و به كمك انتقال نمودارها داريم
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مثلثات دوازدهم

  شكل  -1

y a sin bx c
max | a | c

T ,
min | a | c| b |

� �

� ���
� 
 � ��

2

y tan uy a tan bx c
,

T
| b | u k

�
� �

�
� �

� ��
2

2
در هر بازه اي كه تعريف شده باشد (در يك دوره تناوب) صعودي است.

y a cos bx c
max | a | c

T
min | a | c| b |

� �

� ���
� 
 � � ��

2

:اصلي و مهمفرمول هاي    -2

sin cos
sin cos

cos sin

� � � � �	�� � � � 

� � � �	�

2 2
2 2

2 2

11
1

1

1 2 1
2 1 2 1

2  

tansin
tan

�
� �

� �2
22 sinيا   1 sin cos� � � �2 2

a �0 
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tancos cos sin cos sin
tan

� �
� � �� � � �� � � � �

� �

2
2 2 2 2

2
12 2 1 1 2 1

3-  : معادلات مثلثاتي

sin x sin x k , x k
cos x cos x k

sin x x k sin x x k sin x x k

cos x x k cos x x k cos x x k

� �� � ��� � �� ����
	 � �� � ���	
	 �
 � � � ��� � � � � �� � � � �
	
	 �

� � � � � � � � �� � � � � ��	
�

2 2
2

1 2 1 2 02
1 1 2 0 2
مي دونم مشكله ولي بايد انجامش بدي پس صفحه قبل رو حفظ كن اينقدر بنويس كه حفظ شي

اصلا ولش كن رو بزار كنار بخون تا همين حفظ كردني را بفهمي مثلا!؟ -مزخرفه  -حوصله نداري

: سري اول

توابع زير را بدست آوريد.  minو    maxدوره تناوب و مقادير  

1    1 2 7       2
7 2 1 3      2 1 1  

         ) y cos x T max mi   n  � �
� � � � � � � � � � � �

22 3 4 1 11 3 3 1 1 3122
2

         x) y sin( ) T ma  x ni m�
� �� � � � �� � � �� ��

23 1
2

42 2 22

) y cos x T max |         | mi    n | |  �
� � � � � � � � � � �

3 2 3 3 3 34 34 3 4 4 4 4

) y   cos x� � �
15 4

) y sin( x) � � � �6 1
) y sin( x) � �7 3 2 1
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x) y ( ) cos�8 8 3

c

| a | , a

a

�

� �

� �

0
1 02
1
2

max | a | c | a | c

min | a | c | a | c

� � � �

� � � � �� �

1
2
1
2

y sin x� �
1 32

T
| b |

| b |
b

� �
� �

�
�

2 2
3

3
3

T | b |
| b |

b
b

�
� � � � �

�
� �

2 2

2
2

يا

كه در شكل مشخص است

max | a | c
c c

min | a |
  

c a
a

 

| a |

� � �
� �

� � � � � �
� �

� �

7
2 8 4

1 33 3
y sin( x) sin x� � � � � �3 2 3 3 2 yيا   3 sin x� �3 2 4

 

4

7

1

يا
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به پشت مي رود و با صنفي مثبت مي شود.  sinصنفي در  

T | b | , b
| b |

max | a | c
c

min | a | c | a |
c ,

a

�
� � �� � �

� � ��
	 �	

 � � � �	 �	 � ��

2 2 1 1

2
2 0

2 20 2
y cosx cosx� � � � �2 0 2

T | b | , b
| b |

max | a | c c
min | a | c c
| a | a

�
� � � �� � �

� � � �
�

� � � � �
� � � �

2 2 2

2 2 2
0 1

1 1
   y cos x� � �2 1

رسم كنيد

y sin( x)� � �
� � �

2 1
2 2

y cos x

max
T

min

� � �

� � � �	� 	� 

	 � � � �
	�

1 3 12
1 312 2 2

1 13 12 2
را بدست آوريد. cos  5/22و   22sin/ 5و   15cosو   15sinحاصل  

1
1 2
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      coscos cos cos c s

  

o

 

��
� � � � �

� �
� �

2

311 30 230 2 15 1 15 152 2
2 3 2 3

4 2
coscos sin sin

cos

�
� � � �

� � �
� � �

2 2 1 3030 1 2 15 15 2
31 2 3 2 32

2 4 2

coscos cos / cos / �
� � � �2 2 1 4545 2 22 5 1 22 5 2

cos /
� � �

� � �

21 2 2 2 2222 5 2 4 2

coscos sin / sin /
��

� � � � �

� �
� �

2 2

211 45 245 1 2 22 5 22 5 2 2
2 2 2 2

4 2

�cosاگر � 5
زاويه حاده مانند حاصل عبارتهاي زير را بدست آوريد.� و13

cos cos ( ) ( ) �
� � �� � � � � �2 25 25 1192 2 1 2 1 2 113 169 (الف169

sin sin cos

y

sin

� � � �

� � �
� � � �

� �

2 2
169 25 1212 5 1202 1213 13 169

13
(ب
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سانتي متر باشند آنگاه  6و    2سانتي متر مربع مفروض است اگر اندازه دو ضلع آن به ترتيب    3با مساحت  مثلثي  

چند مثلث با اين خاصيت وجود دارد؟

s absin sin sin

,

� �� � � � �� � �

� �

1 1 13 2 62 2 2
30150

معادله هاي زير را حل كنيد.

) sinx sin x sin x sin( )

x k

x k (

 

k

 

)

�
� � � � � � � � � � � �

�� � ��		

 � �	 � �� �� � � �� ��
	�

21 4 8 0 4 8 2 2 2 4
2 4
2 24 4

) cos x cos x cos x cos

x k

  �
� � � � � � �

�
� ��

32 2 3 0 2 3 2 6
2 6

) in x sin x sin x sin

k kx k x

kx k x

  s �
� � � � � � �

� � �
� �� � � �

� � �
� �� �� � � �

23 3 2 0 2 3 2 3 2 4
2 23 2 4 3 3

23

2

2 4 3 4

62 α 
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)sin x cos x sin x sin x sin

x k x k

x k x k

�
� � � � � �

� �
� �� � � ��

� �
� �� �� � � ��

3 1 3 34 2 24 2 4 2 3
2 2 3 6
2 2 3 3
) cos x( cos x )
cos x cos x

( ) ( )( )
cos x

cos x

cos cos x k

� �

� � �

� � � � � � �
� �

� �
�

� 	

� � � �	 � � � � � � ���

2

2

2

5 2 9 5
2 9 5 0
5 9 4 2 5 81 40 121

5
559 11

12 2 1 222 2 3 3
) cos x cox
cox cos cos x( cos x )

cos x x k

cos x cos x k

� � �

� � � � � � �
�

� � � ��

� �
� � � � � ��

2

6 2 1 0
2 1 1 0 2 1 0

0 2
1 2 222 3 3

)cos x sin x
sin x sin x sin x( sin x )

sin x x k

x k
sin x sin

x k ( k )

� � �

� � � � � � � �
� � � �

�� � ��	� 	� � � 
 � �	 � �� �� � � ��
	�

2

7 2 1 0
1 2 1 0 2 1 0

0

21 6
2 6 2 2 16 6
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) cos x cos x cos x cos x
x k x

kx k x x k x

� � � �
� ��

�
� �� � � �� �

8 2 0 2
2 2

22 2 3 2 3
)sin x sin x sin x sin x sin( x)

x k x x k
x k

x k x kx

� � � � � � ��
� �� �� � � �� �

� �
� ������ � �

�

9 2 0 2
2 2 2

3 2
2 2 2

3

)sin x sin ��10 3 2
)cos x cosx� � �11 2 1 0
)cos x sin x� � �12 2 1 1

)cos x sin x� �2 113 4
)sin x cos x� �14 2 0
)cosx cos x�15 2

((حد))
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: تقسيم

x x
x
x x
x
x

x

�

�

�
� �

3
2

2

3 3

3 3

1

xx x
x x

x x
x x
x x

x
x

�
� �

� �

� �

� �
� �

3
2

3 2

2

2

13 4 1 3 3 1
3 3

3 4 1
3 3

1
1

0

x23

x3

روش هورنر

 :  x-aبر    f(x)باقي مانده تقسيم  

بخش پذير است.  x-aيعني بر    f(a)=0را بدست آوريم كه همان باقي منده است كه اگر   f(a)كافي است  

xباقي مانده تقسيم  x x� � �3 23 4 2 بدست آوريد.   x�2را بر   1

x x f ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � � � � � �3 22 0 2 2 3 2 4 2 2 2 1 24 16 4 1 11
x چقدر باشد تا mمقدار   (m )x m� � � �4 33 2 2 بخش پذير باشد.   x�1بر   1

x x f ( ) ( ) (m )( )

m m m m

� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �

4 31 0 1 1 0 3 1 2 1
43 2 2 1 0 3 4 3

fنشان دهيد  (x) x x� � �3 22 بخش پذير است.   x�1بر دو جمله اي   1

x x f ( ) ( ) ( )
x x (x )( x x )
� � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � �

3 2

3 2 2

1 0 1 1 2 1 1 1 2 1 1 0
2 1 1 2 1

حاصل حدهاي زير را بدست آوريد.

14-03
1 01-33 0 مانده  باقي

1
23 عدد ثابت
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x x

x (x )(x )) Lim Lim
x x (x )x�� ��

� � � �
� � �

� � �

2

23 3

9 3 3 61 23 3 3

x x

x ( x )) Lim Lim
x x ( x )(x )� �

� � �
� � �

� � � �

2 2 2

21 1
2 2

4 4 1 2 1 02 032 1 2 1 1
2

x x

x x (x )(x )) Lim Lim
x x x (x )( x x )� �

� � � � �
� � �

� � � � � � � �

2

3 2 23 3

5 6 3 2 1 13 2 13 24 9 3 2 7 3 12 21 3 6

x x

x x x (x )(x )(x x) Lim Lim
x xx x x x�� ��

� � � � � � �
� �

� �� � � �

2

21 1

1 2 3 1 1 2 34 2 32 3 2 3

x

(x )(x )(x x ( )( )Lim
(x )(x )��

� � � � � � � �
� � � �

� � � � �1

1 1 2 3 2 1 1 4 11 3 1 3 4

x x

x x x x x x) Lim Lim
x x x x (x x )(x x)� �

� � �
� �

� � � � � �

2

2 21 1
5 2 2

x

x(x )Lim
(x kx )(x x)�

�
� � �

�� � �1

1 1 1
3 2 61 2

x x

x x x x (x )(x x )) Lim Lim
x x x x (x )(x )( x x )�� ��

� � � � � � �
� �

� � � � � � � �

3 2 3 23 3

2 3 32 2 31 13

1 1 1 1 16 3 2 1 1 2 1

( )( )
� �

� �
� � � �

1 1 1 11 2 1 1 1

x x

x x x (x )(x x )) Lim Lim
x (x )(x )� �

� � � � � � � �
� � �

� � � �

3 2 2

25 5

4 4 5 5 1 25 5 1 37 25 5 5 5 5 10

037-23 372
9-2413-2
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x

x x) Lim
x�

�
�

2

21
2

28 4 1

x x) Lim
x x x

� �
� � �

2

3 2
3 49 4 4

x x

x x x (x )( x x )) Lim Lim
(x )x x x

( )

� ��

� � � � � �
� � �

�� � �
� � �

3 3 32 2 23

3 3 210 83

2 16 2 4 2 8 2 410 82 2 4
2 4 4 4 24

x

x x) Lim
x x�

� �
�210

2 111

x

x) Lim
x�

�
� �

2

3

912
2 1

: حد بي نهايت

صورت عدد و مخرج صفر شود. صفر مخرج حدي است كه بايد علامت آ« مشخص  aهر گاه بعد از جايگذاري 

شود. مثلا

�/ چون  � �� � �1 1 0 1 1 1

�/     چون � �� � �2 2 0 2 1 9

x) البته اگر a)� |يا   2 x a محسوب مي شود.    0داشته باشيم همواره   �|

x x22

01115 111
5-    4-      4-1
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sinهمچنين ,sin ,cos ,cos
� �

� � � � � �� �
� � � �0 0 0 0 0 02 2 

x x
cos n sin x� �

�� �
� � � �

0
2

1 0 1 0

x x

lim tan x lim tan x
� �� �

� �

� �� � ��
2 2

حاصل حدهاي زير را بدست آوريد.

x

x) lim
x� � ��

� � � ��
� �5

2 10 101 5 5 5 0

x x

[x]) lim ) lim
x | x |� �� �

� � � �
� � �� � � ��

�2 10
2

1 1 3 0 32 30 2 1 0

x

[x]) lim
x� � ��

� � �
� � � ��

� �3

3 2 3 14 3 3 3 0

xx

xlim lim
cos x� � � ���

�

� �
� � �� � � � ��

� �3 23
2

1 1 1 5 1 15 14
0 9 9 9 0

: حد در بي نهايت

كار داريم چه در حالت خطي و xبه سمت بي نهايت ميل مي كند و با بزرگترين توان  xدر اين حالت از حد 

چه در حالت كسري (بزرگترين درجه صورت و بزرگترين درجه مخرج)

n n n

x x x xLim Lim Lim( x ) x
x x x��� ��� ���

� � � � �
� � � � � ��� � ��

� �

5 3 5
3

2 2
12 7 2 9 12 4 42 8 1 3

n n

x x xLim Lim
x x x x��� ���

� �
� �

� �

3 3

3 2 3
2 5 4 2 2

7 11 6 7 7
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n n n

x xLim Lim Lim
x x x x��� ��� ���

�
� � � �

� � ��3 3 2
5 4 5 5 5 08

نهايت مي شودهمان طور كه در سه سوال بالا ديده مي شود اگر بزرگترين درجه صورت بيشتر باشد حد بي 

حد عدد غير صفر مي شود و اگر درجه مخرج بيشتر باشد. حد صفر خواهد اگر درجه هاي بزرگتر برابر باشند

شد.

n n
Lim Lim

x x��� ���
� � �

� ��
1 1 1 02 3 2

n n n n

x x x x xLim Lim Lim Lim
x x x x x��� ��� ��� ���

� � �
� � � �

� � �

2 2

2 2
2 1 2 2 2 3 1 2 23 1 3 3 5 3

n n

x x xLim Lim
x x x x��� ���

� � � �
� � �

� �

3 3

3 2 3
6 7 9 6 32 4 2

عبارتمثال : 
x x
Limf (x) ,Limf (x)

� �� �
� �� � ��

2 2
نمودار تابعي را رسم كنيد. كه هر دورا توضيح دهيد. و 

شرط بالا را داشته باشد. مسئله چند جواب دارد؟

در حالت اول يعني صورت عدد + و مخرج صفر حدي مثبت و يا صورت عدد منفي و مخرج صفر حدي صفني

 ر آ نبي نهايت مثبت مي شود  ميل مي كند مقدا  2از چپ به    xمي شود. به عبارت ديگر وقتي    ��است كه 

در حالت دوم يا صورت عدد + و مخرج صفر حدي منفي و يا صورت منفي و مخرج صفر حدي مثبت به عبارت

 ميل مي كند حد آن  بي نهايت منفي مي شود.  2از راست به   xديگر وقتي  

بي شمار جواب

: تمرين كتاب

2 2
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n
Lim

(x ) ���
� � ��

� 26

9 9
6 0

 n

xLim
| x |� ��

� �
� � ��

�23

1 5 14
9 0 

 تعريف شده باشد به طوريكه  -2نمودار تابعي را ارسم كنيد كه در يك همسايگي محذوف  

n ( ) n ( )
Lim f (x) , Lim f (x)

� �� � � �
� �� � ��

2 2 

 

 

 

 

 

 با توجه به نمودار بدست آوريد.  

n ( )

n

n

Lim f (x)

Limf (x)

Lim f (x)

�

�

� �

�

���

� ��

� ��

�

1

1

1

     

n

n ( )

n

Lim f (x)

Lim f (x)

Limf (x)
�

�

���

� �

�

�

� ��

� ��
1

1

2

 
 

n n n n

x
x xx xLim Lim Lim Limx x x x

x x
��� ��� ��� ���

�
� � �

� � � �
� � ��

2
2 22 2

2 2

1 3 13 3 1 3 3
4 4 5 4 5 5 55 

 آوريد. دست    نمودار توابع زير را رسم كنيد سپس حدود خواسته شده را به

f (x)
x

�
 (الف  1

2-  
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n

n

n

n

Lim f (x)

Lim f (x)

Lim f (x)

Lim f (x)
�

�

���

���

�

�

�

�

� ��

� ��
0

0

0
0

x
g(n)

x
��

� 
� ��

1 0
1 (ب0

n

n

Lim g(x)

Lim g(x)

���

���

�

� �

1

1

nهر يك از رابطه هاي
Lim f (x)
���

� nو �1
Lim f (x)
���

� به چه معنا هستند؟ توضيح دهيد سپس نمودار 2

تابعي را رسم كنيد كه هر دو ويژگي بالا را داشته باشد. مسئله چند جواب دارد ؟

 -2به سمت مقادير بسيار زياد مثبت ميل مي كند مقدار حدي را تابع به سمت عدد  xج) در حالت اول يعني 

ميل خوااهد كرد.

به سمت مقادير بسيار كوچك صنفي بي نهايت ميل مي كند مقدار حدي تابع به  xدر حالت دوم يعني وقتي 

ميل مي كند. 2سمت 

بي شمار جواب دارد.

) مثال : با توجه به رابطه ي
n

n

ax xLim
x x���

� �
� �

2

4 2
3 1

2 3 چقدر است؟ ) 2

1-
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nچون حد برابر عدد غيرصفر شده است پس درجه صورت و مخرج برابر ند يعني  � و نوا  4
a
� آنگاه22

a � 4

: مشتق

: فرمول تعريف مشتق

x a h

f (x) f (a) f (x h) f (a)f (a) Lim Lim
x a h� �

� � �� � �
� 0

x a

f (x) f (a)f (a) Lim
x a��

�

�� �
�

n a

f (x) f (a)f (a) Lim
x a��

�

�� �
�

fاگر تابع پيوسته باشد و سپس  (a) f (a)� �� گوييم مشتق پذير است.    ��

مثال : به كمك تعريف مشتق توابع زير را بدست آوريد.
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x x x

x

)f (x) x x x
f (x) f ( ) x x ( ) x xf ( ) Lim Lim Lim

x x x
(x )(x )Lim

x

� � �

�

� � �

� � � � � �� � � �
� � �

� �
� �

�

2

2 2

2 2 2

2

1 2 2
2 2 4 4 2 82 2 2 2

4 2 62

.

x x

x

)f (x) x x

f (x) f ( ) x xf ( ) Lim Lim
x x x

xLim
(x )( x )

� �

�

� � �

� � � � �� � � �
� � � �

� �
� �

�� � �

3 3

3

2 1 3
3 1 4 1 23 3 3 1 2

1 4 1 1
2 2 43 1 2

h h

h

)f (x) x x
f (x h) f (x) (x h) (x h) x xLim Lim

h h
x x h x h x xLim x

h

� �

�

� �

� � � � � � �
� �

� � � � � �
�

2

2 2

0 0
2 2 2

0

3

2 2

» شيب /توجه : مشتق به زبان رياضي شيب خط مماس بر منحني است. و مي دانيم خط هايي به صورت «

 شيب منفي دارند و خط «ــــ» شيب صفر دارد.  »\مثبت و خط هايي به صورت «

همچنين اگر شيب خط بيشتر باشد مثبت تر در حالت اول و در حالت منفي ، منفي تر است.

مثبت تر است.  Aمثبت ولي   Eو    Aشيب  

2A
1
2B

0C
1
2-D

3 -E

A 

B  

C   

D    E     
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منفي تر است پس كوچكتر است.  Cمنفي ولي شيب    Dو    Cشيب  

صفرا ست.B شيب  

: توجه

AB BC ACm m m

f (x ) f (x ) f (x ) f (x ) f (x )
x x x x

� �

� � �� �
� �

2 1 3 2
2

2 1 3 2

x وx1مثال : با توجه به شكل مقدار تابع در چيست؟  2

f ( )
f ( )

�
� �
4 4
4 2

f ( ) f ( ) f ( )f ( ) f ( )� ��� � � �
�

4 3 4 34 2 3 24 2 1
f ( ) f ( ) f ( )f ( ) f ( )� ��� � � �

�
6 4 6 44 2 6 86 4 2

y مشتق پذير تابع- | x |� x را در�1 بررسي كنيد.�1

پيوسته است
x

x

f ( ) Limf (x)x x
y

x x Limf (x)
��

�

� �� �
� 
� � � �� 1

1

1

1 01 1
1 1 0

مشتق پذير نيست.
x

x

xf ( ) Lim
x
xf ( ) Lim
x

�

�

�

�

�

�

� �
� �

�
� � �� � � �

�

1

1

1 01 11
1 01 11

1 2 3

C 

B 

A  

C 

B B
A  

654321
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yمشتق پذيري تابع- x� xرا در 3 بررسي كنيد.�0

x x x x

f (x) f ( ) x xf ( ) Lim Lim Lim Lim
x x x x x �� � � �

� �� � � � � � � ��
� �

3 3

3 32 230 0 0 0

0 0 1 10 0 0

مشتق پذير نيست.

مشتق پذير تابع-
xx x

y
xx
�� �

� 
 ���

2 12
13 xرا در 2 بررسي كنيد.�1

پيوسته است.
n n

f ( ) Lim Lim f (x)
� �� �

� � � � � � �
1 1

1 3 2 1 1 2 1 1

مشتق پذير است.
f ( )x x

y
x f ( )

�

�

� � � �� ��
� 
 �� ��

1 4 1 34 1 1
3 1 1 3

-  a    وb  را طوري بدست آوريد كه تابعax ax x
y

xx

� � � 	� 
 ��	�

2

3

2 1 1
xرا در 12 بررسي كنيد.�1

ax b x
y

xx

a b a b
a b

a b b
�

� ��
� � 
 ��

� � � � ��
��� � � �
 � � � � ��

3

2 2 1
13

2 2 3 2 2 752 2 2 7 2

x

f ( ) a b
Limf (x)

a b
��

� � �
� � � �

� � � �
1

1 2 1
1 2 1

2 1 1

: قوانين مشتق

     

y x x x
y x x
y (x x )
y (x x ) ( x )

� � � �

� � � �

� � �

� � � � � �

5 2

4

3 5

3 4 2

3 4 2 3
15 8 2

3 4
5 3 4 3 3

n n

n n

)y y
)y ax y a
)y x y nx
) y u y nu u

 

�

�

�� � �
�� � �

�� � �

� �� � �

1

1

1 0
2
3
4

مشتق اولي × مشتق دومي + دومي اولي ×
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) y u y u v v u
y (x x ) (x x )
y (x x ) ( x )(x x ) ( x x)(x x )

� � �� � � �

� � � �

� � � � � � � � � �

2 3 4 2

2 2 4 2 3 2 3

5 7
3 1 5

3 3 1 2 3 5 4 10 3 1

مشتق صورت × مشتق مخرج – مخرج صورت ×

2(مخرج)

(x x) (x x)( x ) (x x) ( x x)(x x)y y
x x (x x)
� � � � � � � ��� �
� �

2 2 2 3 2 2 2

3 3 2
3 2 3 2 3 4 3 4 3
4 4

x (x ) ( x(x ) (x ) x )( x ) x (x )y y
x ( x )
� � � � � � � ��� �
� �

2 3 3 2 2 2 3

2
1 2 1 3 1 2 1 2 1

2 1 2 1

u)y u y
u
xu x x y
x x

(x ) ( x )
x (x )y y

x x
x

�
�� �

��� � �
�

� � �
� ��� �
� �

�

2
3

3

2

7
2

3 44
2 4

2 2 1 2 1
2 1 2

2 2 12 2
توابع زير را بدست آوريد (ساده كردن الزامي نيست)مشتق  

x x (x ) x( x ))y ( ) y ( )
x x (x )
� � � � � � � � ��� � �

� � �

2
8 7

2 2 2 2
3 1 3 1 3 5 2 3 11 85 5 5

x)y
x x

�
� �22 2 1

)y (x x )� � �2 73 3 1

x)y ( )
x

�
�

2
54 3 1

https://alirezaafshar.org/ مرکز مشاوره تحصیلی علیرضا افشار

https://afshar.xyz همه رسانه های ما



54

) y (x ) ( x )� � �2 35 1 5 1

)y ( x )( x )� � �2 26 3 4 2 5

)y ( x )(x ) y (x ) x x
x

�� � � � � � �
�

3 3 237 3 2 1 1 3 3 2
2 3 2

x ( x )
x x)y y

xx

� �
� �� �

19 9 29 2 28

x x)y
x

� � �
�

� �

2 3 110 3 2
نقاط مشتق ناپذير نمودارهاي زير را بدست آوريد.

مثال اگر
x x

f (x) x x
x x

�� � �
	� � � � �

	� � � ��

2

2 4 1
1 1 2
5 2 5

و   ]-1،1[روي بازه هاي   fرا رسم كنيد و مشتق پذيري    fنمودار    

yبررسي كنيد.  ]-2،   0[) و  5،2( x � �
� �

2 12 4 0 2

y x� � � 5
2 5
3 0

[ , مشتق پذير است.  �11[
545 1 1-  
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( , )2 مشتق پذير است.  5

[ , ]�2 xمشتق پذير نيست زيرا در   0 � ناپيوسته است.  �1

x بزنيد كه درمثال : دو تابع مثال   � پيوسته باشند ولي در اين نقطه مشتق پذير نباشد.  2

f: به كمك تعريف مشتق، مشتق پذيري تابع   مثال   (x) | x |� �2 x را در  4 � xو   2 � بررسي كنيد.  �2

x x x

f (x) f ( ) x (x )(x )f ( ) Lim Lim Lim
x x x� � �

�

� � �

� � � � �� � � � �
� � �

2

2 2 2

2 4 0 2 22 42 2 2
مشتق پذير نيست.

x x x

f (x) f ( ) (x ) (x )(x )f ( ) Lim Lim Lim
x x x� � �

�

� � �

� � � � � � �� � � � � �
� � �

2

2 2 2

2 4 0 2 22 42 2 2
f ( )�� � �2

f ( )�� � �2

fاگر   ( )� �1 gو   2 ( )� � �1 مطلوبست حاصل   3

( f g) ( )��2 3 1
f ( ) g ( ) ( )� �� � � � � � � � � �2 1 3 1 2 2 3 3 4 9 5

fاگر   (x) x x x� � � �4 34 3 fمطلوبست   1 ( )� چيست؟  2

f (x) x x� � � �3 24 12 3

f (x) x x f ( ) ( ) ( )�� ��� � � � � � � �2 212 24 2 12 2 24 2 48 48 0

: آهنگ تغيير متوسط يا سرعت متوسط

2 2 
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2 1

2 1

2 1

2 1
 

: آهنگ تغيير لحظه اي يا سرعت لحظه اي
ʹ ʹ  

(t)مثال : معادله حركت يك متحرك به صورت  t t� �27 است.   3

]الف) سرعت متوسط آن در بازه  , ]1  چيست؟  3

hب) سرعت متوسط آن به ازاي  / , t� �0 2  چيست؟  2

tپ) سرعت لحظه اي آن در  � چيست؟  4

V( ) V( ) ( ) ( )� � � � �
� � �

�
3 1 9 9 9 1 3 18 4 73 1 2 (الف2

V( / ) V( ) ( / ) ( / ) / /
/ * /

/ /
/

� � � � � � � � �
� � �

�

2 22 0 2 2 2 2 3 2 2 2 3 2 4 84 6 6 4 6
0 2 0 2 0 2

1 44 7 20 2
(ب

V (t) t
V ( ) ( )
� � �
� � � �

2 3
4 2 4 3 (پ  11

tV(t) ازرابطه ي  tيك مخزن آب در حال تخليه شدن است كه در زمان   ( )� � 2401 بدست مي آيد.100

] الف) آهنگ تخليه در بازه , چيست؟  0100[

] ب) در چه زماني آهنگ لحظه اي برابر آهنگ متوسط در بازه , است ؟  0100[

V( ) V( ) ( ) ( )� � � � �
� �

�

2 2100 0 401 1 401 0 2
100 0 100 (الف5

t tV (t) ( ) ( )

t t t

� � �� � � � � �

� � �

1 4 280 1 1100 100 5 100 5
1 11 50100 2 100 2

(ب
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m(t)حركت يك متحرك به صورت معادله  t t� است.  �3

]الف) آهنگ متوسط آن در بازه  , ]1 چيست؟  4

tب) آهنگ لحظه در  چيست؟  �9

m( ) m( ) ( ) ( )� � � �
� �

�
4 1 64 2 1 1 64
4 1 3 (الف3

m (t) t m ( )
t

� �� � � � � � �2 21 1 13 9 3 9 343 62 2 (ب  9

h(t) جسمي كه به صورت عمودي پرتاب مي شود از رابطهمعادله حركت   :مثال t t� � �25 بدست مي  40

آيد.

 الف) سرعت جسم هنگام پرتاب و برخورد با زمين چيست؟

 است؟  -35يا   35ب) درچه لحظه اي سرعت جسم 

t t t(t ) t t
h (t) t h ( ) h ( )
� � � � � � � � �
� � �� � � � � � � � �

25 40 0 5 8 0 0 8
10 40 0 40 8 80 40 (الف40

t t t t /� � � � � � � � � � �
110 40 35 10 40 35 7 (ب52

«كاربرد مشتق»

:از   تابع مشتق مي گيريم

–) تعيين علامت مي كنيم كه صعودي + و نزولي1

) نقاطي از دامنه تابع بجز ابتدا و انتها كه يا تابع در آن نقاط مشتق پذير نيست يا ريشه ي مشتق باشند2

نقاط بحراني هستند.

ار مي دهيم بيشترين مقدار بدست) نقاط اكترمم مطلق: نقاط بحراني و ابتدا و انتهاي بازه را در تابع اصلي قر3

مطبق گويند.  minمطبق و كمترين مقدار بدست آمده را   maxآمده  
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:  نسبيترمم  س) نقاط اك4 يا موضعي

بعد از تعيين علامت نقاط بحراني اگر
|� �

يا
|� �

مي باشند.

توجه : نقطه اكسترمم نسبي هم در تابع صدق مي كند هم در مشتق اول

توجه : ريشه ي مضاعف مشتق اول چون تغيير علامت نمي دهد اكسترمم نسبي نيست.

yمثال : در مورد صعودي يا نزولي بودن تابع  x x x� � � �3 21 3 5 بحث كنيد.13

x
y x x (x )(x )

x

| |

��� � � � � � � � � 
 ��

�� ��
� � �

2 16 5 0 5 1 0 5
1 5

)صعودي  , ) ( , )�� ��1 5( , )( ,

)نزولي  , )1 5

fبزرگترين بازه اي كه تابع مثال :   (x) x x� � �3 12 در آن نزولي است چيست؟  4

f (x) x x x

( , )
| |

� � � � � � � � �

�� � ��
�

� � �

2 23 12 0 4 2
2 2 2 2

y(x) مثال : صعودي يا نزولي بودن تابع
x

�
�2

1
را بررسي كنيد.1

xg (x) x
(x ) |
�� � � �
� �2 2

0 2 00 01 0

)نزولي  , )صعودي    ��0( , )�� 0

نقال بحراني توابع زير را مشخص كنيد.مثال :  
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بحراني

)y x x x x� � �  � � � � � �2 2 21 4 4 0 4 2 2

x xy x [ , ]
x x

� �� � � � � � � �
� �2 2

2 0 0 2 2
2 4 4

نقاط بحراني

)y x x� � �3 22 3 4

x
y x x

x
��� � � � 
 � ��

2 03 6 0 2

مشتق ناپذير و بحراني است.

)y x y x x
x

D : IR

�� � � � �23
3 2

13 0 0
3

مثال : در هر يك از توابع زير نقاط بحراني را بدست آوريد سپس نقاط اكسترمم نسبي آن را مشخص كنيد.

)g(x) x x x
g (x) x x

| |

� � � � �

� � � � � �

�� � ��
� � �

3 2

2

2 2 3 12 9
6 6 12 0
1 2

(x x )
x x
f ( ) ( , )
f ( ) ( , )

� � � �
� � �
� � � � � � � � �
� � � � �

26 2 0
2 1
1 2 3 12 9 16 1 16

2 16 12 24 9 2 11

)h(x) x x
h (x) x

� � � �

� � � � �

3

2

3 3 2
3 3 0

115 3

2 2 3 0

3 1 0 3
1

3 27 27 27 10 17 3 17
1 1 3 9 10 15 1 15  
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 همواره منفي نقطه بحراني در نتيجه اكسترمم نسبي ندارد. 

 مثال : مقادير ماكزيمم و مينيمم مطلق توابع زير را در بازه هاي مشخص شده در صورت وجود بدست آوريد.

f (x) x x� � � �3 22 9  (الف  13

[ , ]
f (x) x x f ( )
x x f ( ) min

f ( ) max

�

� � � � � � � � � � �
� � � � � � �

� � � �

2

1 2
6 18 0 1 2 9 13 1

0 3 0 0 0 13 13
2 16 36 13 7

 

g(x) x x [ , ] g( )� � � � � �3 2 5 2 1  (ب  2

g    همواره صعودي  (x) x� � � �23 2 0 

y ) نقطه يا اكسترمم تابع2و1اگر نقطه (مثال :   x bx d� � �3  را بيبيد.  dو     bباشد    2

x

( , ) b d ( ) d

y x bx b b�

� � � � � � � � � � �

� � � � ��� � � � � �22

2 1 1 4 1 8 4 3 4 5

3 2 0 12 4 0 3
 

باشد و در هر نقطه آن يك نقطه بحراني باشد نمودار تابع  IRمثال : نمودار تابعي را رسم كنيد كه دامنه آن 

 جواب مورد نظر است و بي شمار جواب دارد. Rثابت روي  

 

 

 

 اكسترمم نسبي و اكسترمم مطلق را مشخص كنيد.  -مثال : از روي نمودار نقاط بحراني

 F , D , C , Bبحراني :  

 F , D , Bاكسترمم نسبي :  

 مطلق ندارد.   maxو   مطلق    min Fاكسترمم مطلق :  

 

1 

1-  

2 

E   

A  

B   

C   

E
D   

F   

G  
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«بهينه سازي»

تشكيلاصولا از دو رابطه ي حجم و ... هستند  -محيط -مساحت -مقدارمسئله هايي كه براي بهينه كردن 

ميش ود كه يكي رابطه ي عددي است و ديگري رابطه اي كه بايد بهينه شود ابتدا به كمك رابطه ي اول يكي

از مجهول ها را برحسب ديگري بدست مي آوريم. در رابطه اي كه قرار است بهينه شود قرار مي دهيم سپس

كمك مشتق مقدار بهينه را بدست مي آوريم.به  

، بيشترين مساحت را مستطيل با طول و عرض14مثال : نشان دهيد در بين تمام مستطيل ها با محيط ثابت 

برابر (مربع) دارد ؟

(x y) x y y x
S xy x( x) x x

S x x y

|

� � � � � � � �

� � � � � �

� � � � � � � � � � �

� �

2

2 14 7 7
7 7

7 7 72 7 0 72 2 2
7
2

وار كشي كند.متر مربع را دي 10000كشاورزي مي خواهد دور يك مزرعه مستطيل شكل به مساحت مثال : 

ميليون 8ميليون تومان و هزينه هر متر ديوارهاي شرقي و غربي  2هزينه هر متر ديوار هاي شمالي و جنوبي 

تومان است.

الف) هزينه مورد نياز براي انجام اين كار را به صورت يك تابع بنويسيد.

برسد؟ب) ابعاد مزرعه چقدر باشد تا هزينه ديواركشي به حداقل مقدار ممكن  

S xy y
x

� � � � �
100001000 10000
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P (x y) ( x y) (x y) (x )
x

� � � � � � � �
400002 2 2 8 4 4 4

P ( ) x x
x

� � � � � � � �2
2

400004 1 0 40000 200

y � �
10000 50200

مي خواهيم كنار رودخانه يك محوطه به شكل مثلث متساوي الساقين را نرده كشي كنيم. اگر تنها هزينهمثال :  

اين صورت بيشترين مساحت ممكن براي اين مثلث چقدر خواهدمتر نرده را در اختيار داشته باشيم در  100

بود ؟

y yh s y� � � �
2 212500 25004 2 4

y yyS ( )
y

� �
� � � � � �

�

2

2

1 20 2500 02 4
2 2500 4

y y
y

� �

�

2 2

2
2500 4

4 2500 4

y( ) y y y� � � � � �
2

2 2 24 2500 10000 2 50004

y h� � � � � �
500050 2 2500 2500 1250 25 24

s � � � �
1 50 2 25 2 12502

را در نظر بگيريد. اگر بخواهيم با اين ورقه جعبه درباز  cm 30فلزي مربع شكل به طور ضلع مثال : يك ورق 

بسازيم مقدار ارتفاع جعبه چقدر باشد تا بيشترين مقدار باشد.

50 50

 

https://alirezaafshar.org/ مرکز مشاوره تحصیلی علیرضا افشار

https://afshar.xyz همه رسانه های ما



63

yy x x �
� � � �

302 30 2

y y yV x(y ) ( )y� �
� � �

2 3
2 230 30

2 2
y( y)

y yV y y

x

� �
�� � � � � �

�
� �

2 3 20 0
60 3 0 0 202 30 20 52

: بيضي

مكان هندسي نقاطي از صفحه كه مجموع فاصله آن نقاط از دو نقطه ثابت (كانون ها) برابر مقدار ثابتي (قطر

|كانوني) باشد. MF| | MF | a�� � 2

O AA a Bb b FF c
�

� � �� � �
�

2 2 2

a c
A F B

b
�� �� �
� � ��

a c
A F B

b
�� �� �
� � �
� � ��

| BF | | BF | a
BF BF BF a, BOF BF BO OF

a b c

�� �

�� � � � � � �

� � �

2 2 2

2 2 2

2

: بيضي قائم

O
�
�

  

  
 

A    
F    C      CO      

     

           

B  M   
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b
A F B

a c
� �� �
�� � �� 

b
A F B

a c
� �� �
� � �
�� � �� 

 خروج از مركز : 

   مزن كشيدگي ي فاصله كانون ها از مركز 
c be
a a

� � �
2

21 

c       كشيدگي بيشتر به دو خط منطبق نزديك مي شود. a,e� �1 

c         كشيدگي كمتر به دايره نزديك مي شود.  ,e� �0 0 

 توجه : 

| AF | | AF | (a c)(a c)
a c b

�� � � �

� � �2 2 2 

 

 

بين مثلث هايي كه يك رأس آن روي بيضي و دو رأس ديگر كانون ها باشند مثلث توجه : بيشترين مساحت در  

 است.   �BFF متساوي الساقين

                                          

s b c bc� � �
1 22 

 

 توجه : 

 بيضي 
S a
S ab
� �
� �

2

                  

S b� � 2       

 

 

 وضعيت نقطه و بيضي : 

C  

C  

a  
A  

F     

b 
o 

F C2   

a 

b 

F        

6446464
M 

F  

M 
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| MF| | MF | a�� � 2| MF| | MF | a�� � 2| MF| | MF | a�� � 2

خط هاي مماس بر بيضي : (افقي)

S مساحت مستطيل محدود به اين خطوط مماس :  a b ab� � �2 2 4 

دايره : مكان هندسي نقاطي كه فاصله آنها از يك نقطه ثابت (مركز دايره) برابر مقدار ثابتي (شعاع دايره) باشد.

MO R (x ) (y ) R� � �� � �� �2 2

(x ) (y ) R� �� � �� �2 2 2

معادله استاندارد دايره

x x y y R� � � �� � � � �� � �2 2 2 2 22 2 0
a

x y ax by c
b

� � �
� � � � � �

� � �
2 22 02

a bR C R C R (a b c)

R a b c

� �� � � � � � � � � � �

� � � �

2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 44 4 4
1 42
a b( , ),R a b c� � � � �2 21 42 2 مركز2

aكه شرط دايره بودن   b c� � �2 2 4 0

M 

F      
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 توجه :

 براي نوشتن معادله دايره در حالت كلي بايد مركز و شعاع را تعيين نمود.

 

R     ) مركز و نقطه اي از دايره مشخص باشد.1 | OA |� 

A  سر قطر دايره) دو  2 B A Bx x y yO ( , )� �
� 2 2 R | AB|�2 

 ) مركز و معادله ي خط مماس بر منحني 3

                         
| a b c |R

a b
�� ��

�
�2 2

         
 

 ) مكان مركز روي يك خط حتي تابع و دو نقطه از دايره (محيط دايره) 4

 

 

| OM | | ON | ( x ) (f ( ) y ) ( x ) (f ( ) y )� � �� � � � � � � � � �2 2 2 2
1 1 2 2 

)) مركز آن 5 , )� xبوده و بر دايره    � y ax by c� � � � �2 2  مماس باشد.  0

oo  مماس خرج باشد.الف)   R R� �� � 

 

R  ب) مماس داخل باشند oo R� �� �  

 

R   در حالت كلي : | oo R |� �� � 

 ) بر محورهاي مختصات مماس باشد.6

 با مشخص شدن نقطه اي دايره مشخص مي شود. در كدام ناحيه قرار مي گيرد.
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(x R) (y R) R� � � �2 2 2  )3 (x R) (y R) R� � � �2 2 2  )1 

(x R) (y R) R� � � �2 2 2  )4 (x R) (y R) R� � � �2 2 2  )2 

C(x) معادله دايره اي كه از سه نقطه 7 , y ),B(x , y ),A(x , y )3 3 2 2 1 مي گذرد چيست؟ مختصات سه نقطه در  1

 معادله گسترده دايره صدق مي كند.

x y ax by c a,b,c ?
x y ax by c a b( , ) R a b c
x y ax by c

� � � � � � ��� �	
� � � � �


� � � � �	 � � � � ��

2 2
1 1 1 1
2 2
2 2 2 1 2 2
2 2
3 3 3 3

0
0 1 42 2 20

 

A(x) مكان هندسي نقاطي كه فاصله آنها از نقطه 8 , y )1 1   ،k   برابر فاصله آنها ازB(x , y )2  باشد.   2

M(x, y)

| MA | k | MB | ( (x x ) (y y ) k (x x ) (y y )� � � � � � � � �2 2 2 2
1 1 2 2

 

x x x x y y y y k (x x x x y y y y )� � � � � � � � � � �2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 22 2 2 2 

(k )x (k )y (x x k )x (y y k )y k (x y )

x y

� � � � � � � � � �

� �

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 2

2 2
1 1

1 1 2 2
0 

 

 دايره  

 :  دايرهوضعيت دو  

d    به شكل دقت شود R R�� � 

d لت ها به فاصله دو مركز و شعاع ها اتمام ح R R�� � 
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ooبستگي دارد. d
| R R | d R R

R,R
� �

� �� � � �
�

dدر حالت متقاطع وتر مشترك داريم. | R R |�� �

x y ax by c
x y a x b y c

(a a )x (b b )y c c

� � � � � �
	

� � �� � � � � �

	 � � �� � � � � ��

2 2

2 2

0
0

0
d | R R |�� �

: وضعيت خط و دايره

| a b c |OH
a b

�� ��
�

�2 2

                           
OH R�OH R�OH R�

:وضعيت نقطه و دايره

                             
OA R�

                       
OA R�

                      
OA R�

دايره مي توان وضعيت نقطه نسبت به دايره را مشخص نمود.البته با جايگذاري نقطه در معادله  

نقطه خارج از دايره
روي دايره
درون دايره 

p
P( , ) a b c p

p

��
	� � � � �� � �� �� �

	 ��

2 2
0
0
0

axاگر خط  by c� � دايره را قطع كند. طول وتري كه بوجود مي آيد به صورت زير است.�0

x y ax by c� � � � �2 2 0

| a b c |OH R a b c
a b

�� ��
� � � �

�
2 2

2 2

1 42

         

    
     

O  
R   

H   
O  

R   H   R 
H 

O 

R  
A  

R  
A  

R  

AO  

R  

O  H 
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R oH� �2 21
2

) در شكل رو به رو مي خواهيم ذوزنقه قائمه را حول محور دوران دهيم.1

شكل حاصل را محاسبه كنيد.الف) حجم  

ب) سطح مقطع اين شكل در برخورد با صفحه اي كه شامل محور دوران باشد،

چيست و مساحت آن چقدر است؟

پاسخ : الف)

را پيدا   xبايد حجم يك مخروط ناقص (قسمت رنگي) را حساب كنيم. براي اين كار ابتدا با قضيه تالس مقدار  

مي كنيم.

OA AB xAB CD x
OD CD x

� � � � � �
�

1 24 3
OCD O
O

بنابراين

حجم مخروط بزرگ 1
3 (3)2(6) 18

حجم مخروط كوچك 1
3 (1)2(2) π2

3
حجم مخروط ناقص 18 2

3
52

3  
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ب)

: يك ذوزنقه به شكل روبه روست
( )� �

� �
2 6 4 162

مساحت سطح مقطع    

واحد از يك خطر  2 واحد مطابق شكل روبه رو در فاصله  3) مربعي با ضلع 2

راست قرار دارد.

الف) شكل حاصل از دوران اين مربع حول محور داده شده را رسم و حجم آن را محاسبه كنيد.

ب) سطح مقطع اين شكل را در برخورد با صفحه موازي با قاعده آن توصيه كيند.

پاسخ : الف)

از مركز آن برداشته  3ارتفاع    2را حساب كنيم كه استوانه به شعاع    3و ارتفاع    5بايد حجم يك استوانه به شعاع  

است  3و ارتفاع آن    5، شعاع خارجي آن  2شده است. (در واقع حجم يك لوله استوانه اي را كه شعاع داخلي آن  

بايد حساب كنيم.)

انه بزرگ تر و استوانه كوچك تر است.حجم شكل حاصل ،برابر با ختلاف حجم استو
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h
V r h ( )( )

r
��

� � � � � � �
 ��

1 2 2
1 1 1

1

3 2 3 استوانه كوچكتر122 :

h
V r h ( )( )

r
��

� � � � � � �
 ��

2 2 2
2 2 2

2

3 5 3 استوانه بزرگتر755 :

� �� � � �75 12 حجم شكل حاصل  63

ب)

است.  5و شعاع خارجي آن    2سطح مقطع حاصل، به صورت يك ديسك است كه شعاع داخلي آن  

حول قطر بزرگ دوران داده شود، حجم شكل حاصل چقدر است؟ 4و   6اگر يك لوزي با طول قطرهاي  )  3

2پاسخ : شكل حاصلف دو مخروط يكسان است كه از قاعده به هم چسبيده اند و شعاع قاعده هر كدام از آنها 

:  3و ارتفاعشان  مي باشد. پس حجم شكل حاصل برابر است با

r
hV ( r h) ( )�
�� � � ��� � � � �22 2

3
1 22 2 3 83 3
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) است.1،  -5) و (1،    3) كانون هاي يك بيضي نقاط (4

الف) فاصله كانوني ، مختصات مركز بيضي و معادله قطرهاي بزرگ و كوچك بيضي را بنويسيد.

 باشد، اندازه قطر كوچك و خروج از مركز بيضي را پيدا كنيد.   6ب) اگر 

پاسخ : الف)

F ,F FF c c c� �� � � � � �
�

1 1 2 2 8 43 4

وسط 
1+1
2 1

5-3
2 1

F  چون Fx x x  است بيضي قائم است و معادله قطر بزرگ  �� a�  و معادله قطر كوچك  y است پس معادله  ��

xقطر بزرگ  y و معادله قطر كوچك  �1 � است.  �1

c a b b b b� � � � � � � � � �2 2 2 2 216 36 20 20 2 (ب5

b� �2 4 �قطر كوچك    5

ce e
a

� � � �
4 2
6 3

) خروج از مركز يك بيضي افقي5
4
مركز آن5 ،

�
�

4
واحد است. الف) الف)  6و طول قطر كوچك اين بيضي  1

طول قطر كانوني و فاصله كانوني را محاسبه كنيد.

ب) مختصات نقاط دو سر قطر كوچك و قطر بزرگ و كانون هاي بيضي را پيدا كنيد.
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c ce a c a c
a a

� � � � � � �
4 54 55 (الف4

b b� � � �2 6 3

c a b c c c� � � � � � �2 2 2 2 2 225 99 916 16
جذر 

c c c ,a ( ) a� � � � � � � � �
3 53 3 12 4 4 5 2 104 4

c� �2 فاصله كانوني   8

c c a a
W F F A A

B B
b b

� �� �� �� ��
� �

� � � � �

� �
�

�� ��

(ب

W F F A A

B B

� � �
� ��

� � � �

� �
�
�

4 0 8 1 9
1 1 1 1 1

4 4
2 4

در هر دايره مختصات مركز دايره و اندازه شعاع آن را پيدا كنيدف محل تقاطع هر دايره را با محورهاي )6

مختصات ، در صورت وجود مشخص كنيد و درستي پاسخ خود را به كك رسم دايره بررسي كنيد.

xالف)  y x y� � � � �2 2 6 2 1 0

xب)  (y )� � � �2 23 4 0 

https://alirezaafshar.org/ مرکز مشاوره تحصیلی علیرضا افشار

https://afshar.xyz همه رسانه های ما



74

: پاسخ

x y x y� � � �2 2 6 2 1 (الف0

x

y

f x x :
C

f y y :
� � � � � �� �

� �
 � � � � � � � � ��

2 6 0 3 2
2 2 0 1 3

R c R�� �� � � � � � � �2 2 2 9 1 1 9 3
اكنون محل برخورد دايره با محورهاي مختصات را مشخص مي كنيم.

x y y (y ) y� � � � � � � � � � �2 20 2 1 0 1 0 1

y x x (x ) (x )� � � � � � � � � � � � �2 2 20 6 1 0 3 9 1 0 3 8

x x� � � � � � �3 8 3 8

C
x (y ) (x ) (y )

R

�
	� � � � � � � � � � �

	 ��

2 2 2 2
0

3 4 0 0 3 4 3
2

(ب

اكنون محل برخورد دايره با محورهاي مختصات رامشخص مي كنيم.

y y
x (x )

y y
� � � � ��

� � � � � 
 � � � � � ��
2 3 2 10 3 4 3 2 5

y x x� � � � � � � �2 20 9 4 0 ريشه حقيقي ندارد.5
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در حالت هاي زير معادله دايره را بنويسيد.)  7

: پاسخ

)Cالف) دايره اي كه از مبدأ مختصات بگذرد و مركز آن   , )�2 باشد.   1

R OC ( ) ( )� � � � � � � � � �2 22 0 1 0 4 1 5

(x ) (y ) R (x ) (y )�� � �� � � � � � �2 2 2 2 22 1 معادله دايره5 :

) نقطه اي روي آن باشد.-3،    -9) و نقطه (2، 3دايره اي كه مركز آن (ب)  

R AC ( ) ( )� � � � � � � � � �2 22 3 3 9 25 144 169 13

(x ) (y ) R (x ) (y )�� � �� � � � � � �2 2 2 2 22 3 معادله دايره169 :

) دو سر يكي از قطرهاي آن باشند.-4،    -1) و (0،  3دايره اي كه نقاط (پ)  

:
C

:

�
� � �

�
� �

0 4 22
3 1 12

ABوسط    

R AC ( ) ( )� � � � � � � � �2 20 2 3 1 4 4 8 2 2

(x ) (y ) R (x ) (y )�� � �� � � � � � �2 2 2 2 22 1 معادله دايره8 :

)وضعيت نقاط  )  8 , ),( , ),( , ),( , )� � �00 1 2 0 1 xرا نسبت به دايره    10 y x y� � � � �2 2 2 4 1 مشخص كنيد.   0

)Pنقطه روي دايره است.  , ) � � � � � � �10 1 0 2 0 1 0

)P  نقطه داخل دايره است. , )� � � � � � � � �0 1 0 1 0 4 1 2

)P نقطه روي دايره است. , )� � � � � � � � �1 2 1 4 2 8 1 0

)P  نقطه خارج دايره است. , ) � � � � � � �00 0 0 0 0 1 1
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متر، دو مسير پياده روي مطابق شكل  1300شهرداري قصد دارد در يك فضاي سبز دايرها ي شكل به شعاع  )  9

:  100) و هر واحد برابر 13،    13بسازد. اگر مختصات مركز دايره ( متر باشد

اين دايره چيست؟الف) معادله  

ب) مختصات نقاط برخورد دو مسير را با دايره پيدا كنيد.

پ) دو مسير در چه نقطه اي با يكديگر متقاطع اند؟

ت) طول مسير عمودي چقدر است؟

: x)پاسخ ) (y ) R (x ) (y )�� � �� � � � � � �2 2 2 2 213 13 (الف  169

است پس داريم :  x=18ب) در مسير عمودي 

y y
x ( ) (y ) (y )

y y
� � � ��

� � � � � � � � � � 
 � � � � ��
2 2 13 12 2518 18 13 13 169 13 144 13 12 1

,�
18 18
1 25

است پس داريم :  y=    13در مسير افقي،  

y x
x ( )

y x
� � � ��

� � � � � � 
 � � � � ��
2 13 13 2613 18 13 0 169 13 13 1

,�
23 0
13 13

مختصات نقطه تقاطع دو مسيرپ)  
18
است.13

است.متر    2400واحد يعني    25-1=    24ت) طول مسير عمودي  

x ) معادله گسترده يك دايره به شكل10 y x y� � � � �2 2 2 2 8 است. مختصات مركز دايره و اندازه شعاع   0

. آن را پيدا كنيد و معادله آن را به شكل استاندارد بنويسيد

: پاسخ
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x x y y (x ) (y )� � � � � � � � � � � � �2 2 2 22 2 8 0 1 1 1 1 8 0

C
(x ) (y )

R

� �
	 �� � � � � � 

	 ��

2 2
1
11 1 10

10

دايهر مشخص كنيد.) وضع خط هاي زير را نسبت به  11

x الف) y ,x y x y� � � � � � �2 26 4 0 4 4 7 0

y ب) x ,x y� � � � �2 22 2 

:اپ سخ

x

y

f x x :
x y x y C

f y y :
� � � � � �� �

� � � � � � �
 � � � � � ��
2 2 2 4 0 2 24 4 7 0 2 4 0 2 (الف2

R c R�� �� � � � � � � �2 2 2 4 4 7 1 1
| |CH �

� � � � �
�

12 8 20 20 10
36 16 52 2 13 xفاصله مركز دايره تا خط 13 y� �6 4 0

CH چون R�  .است بنابراين خط و دايره نقطه مشترك ندارند

C
x y (x ) (y )

R

�
	

� � � � � � � � 

	 ��

2 2 2 2
0
02 0 0 2

2
(ب

| |CH � �
� � � � �

�
0 0 2 2 2 2

1 1 2 xفاصله مركز دايره تا خط 2 y� � �2 0

CH چون R�  .است بنابراين خط بر دايره مماس است

  در نقطه  ) اگر بدانيم خط  12
3
بر دايره اي به مركز مبدأ مختصات مماس است. معادله خط مماس چيست؟4
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است.   OA، عكس و قرينه شيب  عمود است پس شيط خط  OAبر شعاع    خطپاسخ : 

O A
OA OA

O A

y ym m
x x

� �
� � � � � �

� �
0 4 4 3
0 3 3 4

OA
y y m(x x )

| |CH

m
y (x ) y x

A

� � �

� �
� � � � �

�
� � �		 ������ � � � � � � � �

	
	�

1 1

0 0 2 2 2 2
1 1 2 2

3
4 3 3 254 33 4 4 4

4

) معادله دايره اي را بنويسيد كه مركز آن نقطه13
0
x و بر خط  3 y� �3 4 مماس باشد.   3

پاسخ : فاصله مركز دايره تا خط مماس بر دايره برابر شعاع دايره  است.

| |R CH x y� �
� � � � � � �

�
012 3 15 3 3 4 3 059 16

(x ) (y ) RC
x (y )

R

�� � �� �

�
	 ������� � � �

	 ��

2 2 2 2 2
0

3 93
3

پس :

) مشخص كنيد در حالت هاي زير دو دايره نسبت به هم چه وضعي دارند؟14
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x y x y� � � �2 2 2 4 xو 9 y x y� � � �2 2 2 4 (الف  4

x (y )� � �2 25 x)و 5 ) (y )� � � �2 22 3 (ب  7

: پاسخ

x

y

f x x :
x y x y C

f y y :
� � � � � � �� �

� � � � � � �
 � � � � � � � � � ��
2 2 0 2 2 0 1 12 4 4 0 0 2 4 0 2 (الف2

R c R�� �� � � � � � � �2 2 2 1 4 4 9 3

x

y

f x x :
x y x y C

f y y :
� � � � � � � �� � �

� � � � � � �
 � � � � � � � ��
2 2 0 2 2 0 1 12 4 9 0 0 2 4 0 2 2

R c R� �� � �� � � � � � � �2 2 2 1 4 9 14 14

CC ( ) ( )� � � � � � � � � �2 21 1 2 2 4 16 20 2 از طرفي5 :

| چون R R | CC R R� � �� � � است پس دو دايره متقاطع هستند.�

C
(x ) (y )

R

�
	 �� � � � � 

	 ��

2 2
2

31 3 7
7

(ب

C
x (y )

R

�
�	

� � � � 

	 � ��

2 2
0
55 5

5

CC ( ) ( )� � � � � � � � � �2 22 0 3 5 4 64 68 2 از طرفي17 :

CCچون  R R� �� است پس دو دايره متقاطع هستند.�

�) معادله دايره اي را بنويسيد كه مركز آن15
�

1
x  و با دايره1 y x y� � � �2 2 4 6 مماس درون باشد.3

: پاسخ
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x

y

f x x :
x y x y C

f y y :
� � � � � �� �

� � � � � � �
 � � � � � � ��
2 2 2 4 0 2 24 6 3 0 2 6 0 3 3

R c R�� �� � � � � � � �2 2 2 4 9 3 16 4

R R
CC | R R | | R |

R R
� �� � � � ��� � �� � � � � � 
 � �� � � ��

4 5 15 4 4 5 شرط مماس داخل9 :

(x ) (y ) RC
(x ) (y )

R

�� � �� �

� �
�	 ������� � � � ��


	 � ��

2 2 2 2 2
1

1 1 811
9

پس :

احتمال دوازدهم

اگر فضاي نمونه به زير مجموعه هايي افراز شود كه هيچ اشتراكي ندارند و احتمال به تصادف روي يكي از اين

زير مجموعه ها باشد از قانون احتمال كل استفاده مي كنيم.

k kP(E) P(A )P(E | A ) P(A )P(E | A ) ... P(A )P(E | A )� � � �1 1 2 2

k

i i
i

P(E) P(f )P(E | A )
�

��
1

يا  

:استفاده از نمودار  يا   درختي

متفاوت يك كارخانه يامثلا در سوال هاي مربوط به چند جعبه يا او يا پشت آمدن سكه انتخاب دستگاه هاي 

رشته هاي متفاوت در تحصيل و امثال اين سوال ها از احتمال كل استفاده مي شود.

ي قصد بچه دارنداست خانواده ا  03/0و نوزاد دختر    08/0مثال : احتمال انتقال نوع بيماري خااص به نوزاد پسر  

شدن دارند به چه احتمالي نوزاد به بيماري مبتلا خواهد شد.

/P(E) P(A)P(E | A) P(B)P(E | B) / /� � � � � � � �
1 1 1 1 110 08 0 32 2 20 200
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تاي آن قرمز است در ظرف دوم تمام قهره  4چهره قراردارد كه    14ظرف يكسان داريم در اولين ظرف    4مثال :  

است ودر ظرف چهارم هيچ مهره اي قرمز نيست.تاي آن قرمز    6مهره وجود دارد كه    8ها قرمزند در ظرف سوم  

به تصادف از يكي از ظرف ها يك مهره خارج مي كنيم با چه حتمالي قرمز است ؟

( ) ( )� � � � � �

� �
� � �

1 4 6 1 2 31 14 14 8 4 7 4
1 8 28 21 57
4 28 112

� �

� �

� �

� �

1 6
4 14
1 14
1 6
4 8
1 04

مهره قرمز از ظرف 7مهره سبز و    5مهر قرمز و ظرف دوم   4مهره سبز و   6مثال : در ظرف داريم در ظرف اول  

سپس يك مهره از ظرف دوم انتخاب مياول به تصادف يك مهره خارج كرده و در ظرف دوم قرار مي دهيم 

كنيم به چه احتمالي اين مهره سبز است.

g
g R g R

�
�

6 4 6 1 7 6 6
10 13

g
g R g R

�
�

6 4 5 7 1 4 5
10 13

P(E) �
� � � � � �

6 6 4 5 36 20 56
10 13 10 13 130 130

تا از آن ها معيوب است و درون جعبه ديگر 6لامپ قرار دارد كه  12دو جعبه داريم. درون يكي از آن ها  -1

تا از آن ها معيوب اند. به تصادف جعبه اي انتخاب كرده ، يك لامپ از آن بيرون مي 4لامپ قرار دارد كه  96

آوريم. چقدر احتمال دارد لامپ موردنظر معيوب باشد؟

P(E) P(A) P(E | A) P(B) P(E | B)� � � � � � � � �
1 6 1 4 6 1 13
2 12 2 96 24 48 48
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درصد 30درصد ميانسال و  50درصد كودك و نوجوان،  20فرض كنيد جمعيت يك كشور متشكل از  -2

فرديدرصد باشد اگر    1درصد و    5درصد    3سالمند باشند و شيوع يك بيماري خاص در اين دسته ها به ترتيب  

به تصادف از اين جامعه انتخاب شود، با چه احتمالي به بيماري موردنظر مبتلا است؟

P(E) P(A)P(E | A) P(B)P(E | B) P(C)P(E | C)
/ / / / / /

/ / / /

� � � �
� � � � �

� � � �
0 2 0 03 0 5 0 05 0 3 0 01

0 5 0 25 0 003 0 043
سكه ديگر را با هم پرتاب مي كنيم در اين آزمايش احتمال  3يك سكه را پرتاب مي كنيم و اگر پشت بيايد    -3

اين كه دقيقا يك سكه رو ظاهر شود چقدر است ؟

P(R)� � � � �

�

1 3 3 8 11
2 8 16 16 16
1
2

وجود دارد و احتمل اين كه عمر  Cتا از نوع  15و  Bتا از نوع  A ،2ساعت ديواري از نوع  5در يك جعبه  -4

A ،4سال بيش تر باشد براي نوع  10آن ها از 
B ،9، براي نوع  5

C ،1و براي نوع  10
است. به تصادف يك2

سال است؟  10ساعت از كارتن بيرون مي آوريم. با چه احتمالي عمر اين ساعت بيش از  

P(M) P(A)P(M | A) P(B)P(M | B) P(C)P(M | C)� � �
� �

� � � � � � � � � � �
5 4 2 9 15 1 2 9 15 80 36 150 266
22 5 22 10 22 2 11 110 44 440 440

مبنا در انتخاب رشته خود براي تحصيل در دبيرستان بين سه رشته رياضي، تجربي و انساني مردد است. -5

و اگر انساني را 1/0، اگر تجربي را انتخاب كند به احتمال 0/ 45اگر او رشته رياضي را انتخاب كند، به احتمال 

در آزمون ورودي دانشگاه پذيرفته خواهد شد. اگر احتمال اين كه او رشته رياضي 0/ 3انتخاب كند به احتمال 

و احتمال اين كه رشته انساني را انتخاب 0/ 6د احتمال اين كه رشته تجربي را انتخاب كن 1/0را انتخاب كند 

باشدف با چه احتمالي در دانشگاه پذيرفته خواهد شد؟  0/ 3كند  
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P(M) P(A)P(M | A) P(B)P(M | B) P(C)P(M | C)
/ / / / / / / / /
/

� � �
� � � � � � � � �
�

0 1 0 45 0 6 0 1 0 3 0 3 0 045 0 06 0 09
0 195
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