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 ویژه امتحان نهایی آشنایی با نظریه اعداد 1

 
 درست، غلط -چیننقطه -هاتعریفی

 دهد یک حکم در حالت کلی برقرار نیست.  مثالی است که نشان می :مثال نقض

 ایم.  ها را پذیرفته گیری با استفاده از حقایقی که درستی آن روش نتیجه :اثبات مستقیم

ه از قفاانین منقف  کنیم حکم نادرست باشد )فرض خلف(  سف ب بفا اسفتفاد در این روش فرض می :برهان خلف

گفاییم  رسیم می های درست و مبتنی بر فرض به یک نتیجه غیر ممکن یا متضاد با فرض می ای از استدلال  نبالهها و د گزاره
 شاد.  ایم. فرض خل( باطل و حکم ثابت می به تناقض رسیده

ای کفه همفااره برقفرار   ا به گفزارهارز آن تغییر داده ت  های هم در این روش حکم مسأله را به گزاره :اثبات بازگشتی

 دست باشد.  هماارهگیریم که حکم مسأله باید   ها نتیجه می رسیم. با تاجه به هم ارز بادن گزاره است می

 ففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففف

 
 های زیر را مشخص کنید.ا نادرستی عبارتدرستی ی

 نادرست درست  مجموع یک عدد گویا و یک عدد گنگ همواره عددی گنگ است. -1

pاگر -2 qدرست وq گاه نادرست باشد، آنp .نادرست درست    نادرست است 

 نادرست درست  کنیم. از روش برهان خلف استفاده می 2برای اثبات گنگ بودن -3

xوجود ندارد که xعدد حقیقی مانندهیچ  -4 x .نادرست درست  باشد 

abاگر -5 | c گاه آنa | b   نادرست درست 

aاگر -6 | ab گاه آنa | b   نادرست درست 

aاگر -7 | b
bو 2 | c

2 گاه آن 3 a, c3 برابر| c  نادرست درست  است. 3|

 نادرست درست  است. 2یا  0برابر  3مانده مربع هر عدد صحیح بر  باقی -8

اگر -9
m

a b وn | m آنگاهn
a b.  نادرست درست 



  

  

  

  

 ویژه امتحان نهایی آشنایی با نظریه اعداد 2

Aمانده تقسیم باقی -11   نادرست درست  است.  6ر براب 11بر 4985337

 نادرست درست  برای اثبات درستی یک مطلب، ارائه چند مثال کافیست. -11

باشد. گنگ گویا و اگر -12 4  نادرست درست  گنگ است. 3

aاگر -13 | bc آنگاهa | b یاa | c    نادرست درست 

aاگر -14 b
43 aآنگاه 6 b

2  نادرست درست  .  2

 نادرست درست  حاصلضرب هر دو عدد گنگ، گنگ است. -15

aاگر -16 | b c آنگاهa | b یاa | c .  نادرست درست 

17- 
12127  تنادرس درست   5

aاگر -18 | b
2 aگاه  آن 3 | b    نادرست درست 

 

 

 ففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففففف

 
 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.

 باشد. می« مربع هر عدد گنگ، عددی گویا است»حکم مثال نقضی برای  .......... عدد گنگ -1

 پذیر است. ....... بخش. عدد صحیح متوالی همواره بر  3مجموع  -2

 پذیر است. ه بر ....... بخشضرب دو عدد صحیح متوالی هموار حاصل -3

a2گاه عدد عددی صحیح و فرد باشد، آن aاگر -4  . است. )زوج ـ فرد(عددی ........ 3

aاگر -5 | b c  وa | b c گاه آنa | mb این صورت، درm .عددی ......... است 

 برابر با ...... است. 5بر a3مانده تقسیم  گاه باقی باشد، آن 2برابر  5بر  aمانده تقسیم اگر باقی -6

aمانده تقسیم گاه باقی عددی فرد باشد، آن aاگر -7 2  است.  برابر با ..... 4بر  5

4 5

3

2

 فرد

 زوج

1

2



  

  

  

  

 ویژه امتحان نهایی آشنایی با نظریه اعداد 3

عدد"های نقض گزاره  یکی از مثال -8
n

22  دهد. رخ می ......... با انتخاب  "به ازای هر عدد طبیعی اول است 1

aاگر -9 | a، آنگاه ...... 1  .. یا.. ...a   .است 

aبا فرض -11  a)، حاصل 0 ,a ), a,a  
   

4 3  برابر است با ..... . 6

Aمانده تقسیم باقی -11   برابر است با ..... . 11بر 52732601

دو عدد طبیعی و bو aاگر -12 a,b a ...... باشد، داریم(a,b)   

 .......... است. روز بعد ..... 41روز قبل شنبه باشد،  20اگر -13

 .. گویند. ......دو گزاره یکسان باشد آن دو گزاره را . ارزشاگر  -14

 برابر است با ..... . 139716عدد  نرقم یکا -15

xبا تقسیم طرفین معادله -16
942  آید.  .. بدست میمعادله ....... 6بر  18

 مرداد همان سال ................ است.  31بهمن جمعه باشد،  12اگر  -17

 قسمت ...... است.  مانده برابر ...... و خارج باقی 15بر  -127در تقسیم عدد  -18

حاصل عبارت  -19 [m ,m],m
2  برابر ....... است. 5

(a,b)داشته باشیم bو aناصفر اگر برای دو عدد صحیح و -21   دو عدد ..................... هستند.  bو aگوییم می 1

aاگر -21 | bمقدار ،[a,b]  .برابر با ......... است 

 

 

 

n  5

11

a6

9

b

 چهارشنبه

 ارز‌هم

6

x
37 3

 چهارشنبه

89

m2

 نسبت‌به‌هم‌اول

 )متباین(
| b |



  

  

  

  

 ویژه امتحان نهایی آشنایی با نظریه اعداد 4

 
 مسائل و تمرینات

هـای   تر یا مساوی نصف مجموع مربـع  با استفاده از استدلال بازگشتی ثابت کنید: حاصل ضرب هر دو عدد حقیقی کوچک -1

 ها است.  آن

Aمانده تقسیم باشد، باقی 23و  17به ترتیب 39بر Bو Aمانده تقسیم اعداد اگر باقی -2 B را محاسبه کنید.  39بر 

xهای عمومی معادله جواب -3
54  را به دست آورید. 17

)اگر دو عدد -4 a )3 )و 5 a )4 )رقم یکان برابر داشته باشند، رقم یکان عدد 7 a )9   را به دست آورید. 6

مانده تقسیم باقی -5 31 31 312 3  دست آورید.به  7را بر 4

 را به دست آورید. 13بر 5002مانده تقسیم باقی -6

xدو عدد حقیقی باشند، با استفاده از اثبات بازگشتی ثابت کنید:  yو xاگر -7 y xy x y    2 2 1  

 اسفند ماه در همان سال چه روزی از هفته است؟ 7اگر اول مهرماه در یک سال روز یکشنبه باشد،  -8

 شود؟ ریالی پرداخت که از هر دو سکه استفاده می 51و  21های  ریال را به وسیله سکه 351توان به چند طریق می -9

73رقم یکان -11 257  را محاسبه کنید. 3

xا تبدیل معادله سیالهب -11 y 4 5  نهشتی و حل آن، جواب عمومی این معادله سیاله را به دست آورید. به معادله هم 9

aدعددی فرد باشد، ثابت کنی abدو عدد صحجیح باشند و bو aاگر -12 b2  زوج است.  2

Aمانده تقسیم باقی -13 ( ) 727  به دست آورید. 13را بر 19

ثابت کنید: bو aبرای هر دو عدد حقیقی و مثبت -14
a b

b a
  2  

Aمانده تقسیم عدد باقی -15 ( )  231000 20  بیابید. 7را بر 10

kگاه ثابت کنید ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد، آن حاصل kاگر -16 4  مربع کامل است.  1

xاله خطیهای عمومی معادله سی جواب -17 y 7 5  را به دست آورید.  11

kو k4علیه مشترک دو عدد ترین مقسوم بزرگ -18 216  را بیابید. 1

)تقسیم باشد، باقیمانده 19برابر  31بر  aاگر باقیمانده تقسیم عدد طبیعی -19 a )2  را به دست آورید. 31بر  1

aاگر -21 | m5 aو 2 | m3  چند جواب طبیعی وجود دارد؟ aبرای 1



  

  

  

  

 ویژه امتحان نهایی آشنایی با نظریه اعداد 5

 
 هااثباتی

aثابت کنید: اگر -1 | b گاه آن(a,b) | a |  

a pعددی اول باشد و pاگر -2 |a :ثابت کنید(p,a)  1. 

aاگر -3 | b نشان دهید کهn n
a | b.  

 و متوالی نسبت به هم اول هستند. ثابت کنید هر دو عدد صحیح -4

aاگر -5 | b وc | d نشان دهید کهac | bd. 

aاگر -6 | b وa | cنشان دهید ،a | mb nc. 

اگر -7
m

a b وn | m ثابت کنید
n

a b . 

mتوان در هم ضرب کرد. های برابر را می نهشتی با پیمانه ثابت کنید طرفین دو رابطه هم -8 m m
a b , c d ac bd     

همواره a,bو nثابت کنید برای هر -9
abn n n

(a b) a b     

 تر نیست. ها کمثابت کنید میانگین حسابی دو عدد نامنفی، از میانگین هندسی آن -11

aاگر -11 | b :الف(  ثابت کنیدa | b   )بa | b  

یک عدد گنگ باشد xاز روش برهان خلف ثابت کنید اگر با استفاده -12
x

1
 نیز عددی گنگ است.  

 



  

  

  

  

 ویژه امتحان نهایی آشنایی با نظریه اعداد 6

 پاسخنامه مسائل و تمرینات
 :1پاسخ 

 
 

 :2پاسخ 

 
 

 :3پاسخ 

 
 

 :4پاسخ 

 
 

 :5پاسخ 

 
 

 :6پاسخ 

 

 

 :7پاسخ 

 
 

 :8پاسخ 

 
 

 :9پاسخ 

 
 

 :11پاسخ 

 
 

 :11پاسخ 

 
 

 :12پاسخ 

 



  

  

  

  

 ویژه امتحان نهایی آشنایی با نظریه اعداد 7

 :13پاسخ 

 
 

 :14پاسخ 

 

 
 :15پاسخ 

 

 

 
 :16پاسخ 

 
 

  :17پاسخ 

 

 
  :18پاسخ 

d | k d | k
( k, k ) d

d | k

 
   

 

2
2

2

4 16
4 16 1

16 1
  

d | k
d | d

d | k




   
 

2

2

16
1 1

16 1
  

 

 

  :19پاسخ 

a a a a        
31 31 31 31 31
19 2 38 7 2 7 2 1 6  

6مانده‌=‌‌باقی  

 
 :21پاسخ 

a | m a | m
a |

a | m a | m





   


   

3

5

5 2 15 6
11

3 1 15 5

  

aیا‌‌11 1‌
 

 تفاضل

 تفاضل



  

  

  

  

 ویژه امتحان نهایی آشنایی با نظریه اعداد 8

 ها پاسخنامه اثباتی
 :1پاسخ 

 
 

 
 :2پاسخ 

 
 

 :3پاسخ 

 
 

 :4پاسخ 

 
 

 :5پاسخ 

 
 

 :6پاسخ 

 

 
 :7پاسخ 

 

 
 

 :8پاسخ 

 

 
 :9پاسخ 

 
 

 :11پاسخ 

 

 
 :11پاسخ 

 
 

 :12پاسخ 

:‌فرض‌کنیدفرض‌خلف
x

1
a,bگنگ‌نباشد.‌پس‌گویاا‌ستا .‌ ‌‌‌‌ 0‌‌ 

a,b؛‌‌
a

x b


1
بااا‌موسااود‌کاار ت‌سیااد‌تیااا  ‌ س یاا ‌

b
x

a
‌

  ‌تناقض‌ست .‌پس‌‌xه ‌گویات .‌که‌سید‌با‌فرض‌گنگ‌بو ت‌xپس

‌شو .‌‌فرض‌خلف‌باطل‌ ‌حس ‌ثاب ‌می

 

 

 



 

 

 نهایـی امتحان

 ریاضیات گسسته

 

 دومفصل 
 

 سازیگراف و مدل
 
 

 نمره 7-8بارم: 



  

  

  

  

 سرری   گررف و م لرر   9
 

 ویژه امتحان نهایی

 
 درست، غلط -چین نقطه -ها تعریفی

 دهیم. نمایش می P(G)گوئیم و با را مرتبه گراف می V(G)یعنی Gهای گراف تعداد رأس :مرتبه گراف

|یعنی Gهای گرافتعداد یالاندازه گراف:  E(G)  دهیم.  نمایش می q(G)گوییم و با را اندازه گراف می |

اند. و آن  متصل  aکه به رأس Gهایی از گراف برابر است با تعداد یال Gدر گراف aدرجه رأس :درجه یک رأس

 دهیم. نمایش می deg(a)را با

م منلت  kباشلند گلراف kگرافی را که درجه تمام رئوس آن با هم مساوی و برابر بلا دلدد :منتظم kگراف
 نامیم. می

 گوئیم. به رأسی که درجه آن صفر باشد یعنی هیچ یالی به آن متص  نباشد، رأس تنها یا ایزوله می: رأس تنها

 نامیم. رأس تنها باشند، یعنی هیچ یالی نداشته باشد، گراف تهی می ،گرافی را که تمام رئوس آنگراف تهی: 

را دو رأس همسایه یا مجاور گوییم هر گاه توسط یالی به هلم  vو uدو رأسدو رأس مجاور )همسایه(: 
 وص  شده باشند.

aفرض کنید: یک رأس هایمجموعه همسایه V(G) هایی از گراف باشد. به مجموده رأسG  کله

GNگوییم و با می« vهمسایگی باز رأس»متص  هستند  aبه رأس (a) دهیم. اضلافه کلردن دلود رأس نمایش ملیa 
GNبه (a) همسایگی بسته رأسa دهد که آن را با را به دست میGN [a] دهیم. نمایش می 

 دو یال را مجاور گوییم هر گاه راسی وجود داشته باشد که هر دوی آنها به آن متص  باشند.دو یال مجاور: 

نشلان  (G)ااسلت کله آن را بل Gبزرگترین ددد در بین درجات رئوس گلرافبزرگترین درجه یک گرراف: 
 دهیم. می

 (G)اسلت کله آن را بلا Gترین ددد در بین درجات رئلوس گلراف کوچکترین درجه یک گراف: ‌کوچک
 دهیم. نشان می



  

  

  

  

 سرری   گررف و م لرر   01
 

 ویژه امتحان نهایی

، و Gای از مجموده رئوس گراف ه مجموده رئوس آن زیر مجمودهگرافی است ک Gیک زیر گراف از گرافزیر گرراف: 

 باشد. Gای از مجموده یال های های آن زیر مجموده مجموده یال

یم و گرافی است که مجموده رئوس آن همان مجموده رئوس ده نمایش می Gرا با Gمکم  گرافمکمل گراف: 

 یالی وجود نداشته باشد. Gیک یال است اگر و تنها اگر بین همان دو رأس در Gاست و بین دو رأس از Gگراف

رأسلی را  nنامیم. گراف کام  با تمام رئوس دیگر، مجاور باشد گراف کام  می آن رأسگرافی را که هر گراف کامل: 

n)رأسی و nیک گراف nKدهیم. گراف نمایش می nKبا )   منت م است. 1

ای از رئلوس دو بله دو متملایز  دنبالله Gدر گلراف vو uباشند، یک مسیر از Gدو رأس از گراف vو u اگرر: مسی
 مجاور هم باشند. Gشود به طوریکه هر دو رأس متوالی این دنباله در دتم می vشروع و به uاست که از Gدر

 های موجود در یک مسیر، طول مسیر گویند. به تعداد یالطول مسیر: 

n(nدنباله: دور )v v ....v v 1 2 دو متمایز که در آن هر رأس با رأس بعدی مجاور است را یک دور بله  از رئوس دوبه 13
 نامیم. می nطول

 کند. یالی است که یک رأس را به دودش وص  میطوقه: 

نامیم هر گاه بین هر دو رأس آن حلدال  یلک مسلیر  ا همبند میر Gگرافهمبندی و ناهمبندی گراف: 
 نامیم. صورت آن را ناهمبند می وجود داشته باشد، در غیر این

از نامیم هر گاه هر رأس  گر می را مجموده احاطه Gاز مجموده رئوس گراف Dزیر مجموده: گر‌مجموعه احاطه
 مجاور باشد. Dباشد و یا حدال  با یکی از رئوس Dگراف یا در

های  ، مجمودله یلا مجمودلهGگر گلراف های احاطله در بین تملام مجمودلهمینیمم:  گر‌مجموعه احاطه
 گویند. گر مینیمم می رند مجموده احاطهگری که کمترین تعداد دضو را دا احاطه

نامیم و آن  می Gگری گراف گر مینیمم را ددد احاطه تعداد ادضای مجموده احاطه: Gی گرافگر ‌عدد احاطه
 دهیم. نمایش می (G)را با

گر  هایش دیگلر احاطله گر را که با حذف هر یک از رأس ک مجموده احاطهیمینیمال:  گر‌مجموعه احاطه

 نامیم. گر مینیمال می نباشد احاطه



  

  

  

  

 سرری   گررف و م لرر   00
 

 ویژه امتحان نهایی

 
 های زیر را مشخص کنید. درستی یا نادرستی عبارت

‌نادرست  درست مینیمم درجه در یک گراف ساده عددی غیر صفر است. -1

,گرافی وجود دارد که درجه رئوس آن -2 , , ,5 4 3 2 ‌نادرست  درست   است. 2

3- GN [v] deg(v) ‌نادرست درست  2

‌نادرست درست   است. 12مجموع درجات تمام رئوس برابر  6منتظم از مرتبه  3در گراف -4

‌نادرست درست  در یک گراف، طول مسیر برابر با تعداد رئوس موجود در آن مسیر است. -5

‌نادرست درست  رأس تنها داشته باشد وجود دارد. 5رأسی که  6گرافی  -6

 نادرست درست  همبند است هرگاه بین هر دو رأس آن یک یال وجود داشته باشد  Gگراف -7

 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.

  با ..... رأس دیگر مجاور است. aدر گراف مقابل رأس -1
 

 

(G)در گراف مقابل حاصل -2 (G)   .برابر با ............. است 

 

 

Vئوسبا مجموعه ر -3 {a,b,c} توان رسم کرد. تعداد ........... گراف ساده می 

 

 ها برابر با ....... است. تعداد یال 9منتظم مرتبه  4در گراف -4

 صورت ......... است. گر برای گراف مقابل به یک مجموعه احاطه -5

 

 

b
a

c

e d

f

3

 4 1 5

32 8

18

{a,c,e}



  

  

  

  

 سرری   گررف و م لرر   01
 

 ویژه امتحان نهایی

 گر برای گراف مقابل است. یک مجموعه احاطه .......مجموعه ........ -6

 

 

 

 گری برابر با .............. است. عدد احاطه P14در گراف -7

حاصل -8
 
 
 

22
 برابر با ................. است. 2

 .. یال و حداقل .......... یال دارد.رأسی حداکثر ........ nیک گراف -9

 نامند. باشد را گراف ............. می 5گرافی که درجه تمام رئوس آن  -11

11- nP .گرافی است که تنها از یک مسیر ............ تشکیل شده است 

 عددی .......... است. kpحاصل Pمنتظم از مرتبه kدر گراف -12

N(a)اگر در گرافی داشته باشیم -13   آنگاهa .یک رأس .......... است 

 

 . ..........منتظم گرافی است که: ....................... 4گراف  -14

 : ........ یال دارد.6گراف کامل مرتبه  -15

 یال دارای ..... رأس است. 12منتظم با  -3هر گراف  -16

 است. G............. گراف..... گرافهر مجموع درجات رئوس  -17

 

 برابر ...................... است. 3طول تعداد دور به  4در گراف کامل از مرتبه  -18

 دارای .... رأس و ..... یال است.  k5گراف کامل -19

 های فرد یک گراف همواره عددی ........ است. تعداد رأس -21

 است. منتظم، ماکزیمم درجه رأس برابر با ........  kدر یک گراف -21

گری که کمتررین تعرداد ع رو را دارنرد      های احاطه مجموعه یا مجموعه Gگر گراف های احاطه در بین تمام مجموعه -22

 نامیم.  می Gگر .............. گراف مجموعه احاطه

 نامیم. گر ............. می گر نباشد، احاطه هایش دیگر احاطه أسگر را که با حذف هر یک از ر یک مجموعه احاطه -23

c

a

b
g

f

e

d

hi

j

n 
 
 2صفر 

 منتظم -5

 زوج

 ایزوله

 است 4تمام رئوس آن  درجه

55 

8
 دازهاندو برابر 

( )!  
  

 

4 3 1 43 2

5 51 

{a,b,c,d,e}

 
  

14 52 1

/    2 3 2

n رأسی 

 زوج

k

 مینیمم

 مینیمال



  

  

  

  

 سرری   گررف و م لرر   01
 

 ویژه امتحان نهایی

 
 مسائل و تمرینات

 شود. مرتبه و اندازۀ گراف را مشخص کنید. یال اضافه شود، گراف کامل می 12منتظم،  -4اگر به گراف -1

 رسم کنید. 7منتظم از مرتبۀ  -3یک گراف  -2

V(G)هررررای جموعرررره رأسبررررا م Gگررررراف  -3 {a,b,c,d,e,f } هررررای  و مجموعررررۀ یررررال

E(G) {ab,ac,cd,ef ,db,cf ,be} .مفروض است آن را رسم کنید و به موارد زیر پاسخ دهید 

 را بنویسید. Gالف( مرتبه و اندازۀ گراف

 کنید. را مشخص Gهای گراف ب( درجۀ رأس

 مجاورند. fرا رأس Gهای گراف پ( کدام رأس

 جات رئوس این گراف برابر چند است.ت( مجموع در

 منتظم بکشید که: kرأسی غیرتهی 4یک گراف  -4

 ر ممکن را داشته باشد.ترین مقدا بیش kالف( 

 ترین مقدار ممکن را داشته باشد. کم kب( 

qمنتظم باشد و 4گرافی Gاگر -5 p 3 p، حاصل5 q دست آورید. را به 

 وجود دارد؟ eبه aاز 3شکل مقابل چند مسیر به طول  در گراف -6 

 

 

گری آن، گرافی را مشخص کنید که عدد احاطه -7
n 

   1
 نباشد. 

 گر نباشد؟ توان نوشت که احاطه ع وی می 4در گراف شکل زیر، چند مجموعۀ  -8

 

 .گری را به دست آورید عدد احاطه C6گراف در -9

 

 

 



  

  

  

  

 سرری   گررف و م لرر   01
 

 ویژه امتحان نهایی

  را در نظر بگیرید. Gگراف -11 
 را بنویسید. E(G)و V(G)الف( مجموعۀ

 را مشخص کنید. (G)و (G)ب( 

 را بنویسید. eو gو fهای های رأس پ( مجموعۀ همسایه

N(G)ت( اگر (x) {a,c}آنگاه ،x کدام رأس است؟ 

  ابل را مشخص کنید.گری شکل مق عدد احاطه -11
 

 

  را پیدا کنید. P5گری عدد احاطه -12
 گری مینیمم آن چند است؟ است. عدد احاطه 27منتظم از مرتبۀ ر  2یک گراف همبند  -13

 گر مینیمم متمایز داریم؟ گراف شکل زیر چند مجموعه احاطه -14

 

نفرر   2ها هر کدام به طور دقیق با  نفر از آن 6دهند،  ها با یکدیگر دست می ز آنهفت نفر در یک اتاق هستند و برخی ا -15

 نفر دست داده باشد. 5طور دقیق با  تواند به اند. نشان دهید نفر هفتم نمی دست داده

 گر مینیمال بنویسید. ب( یک مجموعه احاطه  رسم کنید. C8الف( یک گراف -16

 گر مینیمم بنویسید. ت( یک مجموعه احاطه گر غیر مینیمال بنویسید. موعه احاطهپ( یک مج

داشته باشد، این گراف چنرد   5یا  3مفروض است. اگر این گراف فقط رئوس از درجه  25و اندازۀ  14گرافی از مرتبۀ  -17

 دارد؟ 3رأس درجه 

  های زیر پاسخ دهید. رو به سوال با توجه به گراف روبه -18 
 گر باشد. ای از رئوس را انتخاب کنید که احاطه لف( مجموعها

 گر مینیمال باشد. ب( مجموعه ای از رئوس را مشخص کنید که احاطه

 ع وی مشخص کنید. 3گر  پ( یک مجموعه احاطه

 را احاطه کند؟ gو e،bوجود دارد که دو رأس از سه رأس Gت( آیا رأسی در گراف

 چند است؟( (G)هایی که تمام رئوس گراف را احاطه کند چند تا است؟ ) ث( حداقل تعداد رأس

 را پیدا کنید. است. حداقل 5گری  عدد احاطه 27در یک گراف از مرتبۀ  -19

(G)دانیم می 7از مرتبۀ  Gدر گراف -21   دست آورید. های این گراف را به است. تعداد یال 1



  

  

  

  

 سرری   گررف و م لرر   01
 

 ویژه امتحان نهایی

 کنید. گری شکل مقابل را مشخص عدد احاطه -21 

 

 

 مم، چند ع و دارد؟گر مینی ، مجموعه احاطه21منتظم همبند از مرتبۀ  -2در گراف  -22

 باشد. 8دو گراف همبند رسم کنید که مجموع مرتبه و اندازه آن  -23

گرر مینیمرال بنویسرید. پ( یرک      یک مجموعه احاطهگر بنویسید. ب( در گراف شکل مقابل: الف( یک مجموعه احاطه -24 

 گر مینیمم بنویسید. احاطه  مجموعه

 

 

 مجموعه بنویسید. - ن کرده و سپس برای هر گراف یک های زیر را تعیی گری گراف عدد احاطه -25

 

 

 

 گری آن یک باشد. رأسی رسم کنید که عدد احاطه 6الف( گراف  -26

 گر مینیمم آن یکتا باشد.  بوده و مجموعه احاطه 2گری آن  رأسی رسم کنید که عدد احاطه 6ب( گراف

رسم کنید. در صورتی که ترسیم گراف  Pمنتظم از مرتبه rر صورت امکان یک گرافدر هر یک از حالات زیر د -27

 پذیر نبود دلیل ارائه کنید.  امکان

pالف(   rو 5  2  

pب(   rو 7  3  

را مشخص  Gاست. مرتبه گراف 12برابر با  Gدر گراف Vاست و درجه رأس 9برابر با  Vدرجه رأس Gدر گراف -28

  کنید.

 

 



  

  

  

  

 سرری   گررف و م لرر   01
 

 ویژه امتحان نهایی

 
 ها اثباتی

pهمواره داریم با ماکزیمم درجه pثابت کنید در یک گراف از مرتبۀ -1    .است 

 

 های فرد هر گراف، عددی زوج است. ثابت کنید تعداد رأس -2

راسی همواره داریم: nمنتظم kثابت کنید در یک گراف -3
n

(G)
k

 
   1

. 

 ثابت کنید: با ماکسیمم درجۀ pاز مرتبۀ Gدر گراف -4
p

(G)
 

     1
 

(G)یک گراف باشد و Gض کنیدفر -5 k .درستی یا نادرستی هر یک از موارد زیر را ثابت کنید . 

 است. kلزوماً شامل یک مسیر به طول Gالف( 

kشامل یک مسیر به طول لزوماً Gب(    است. 1
 

(G)یک گراف باشد و داشته باشیم Gفرض کنید -6 k  ثابت کنید کهG تر یا مساوی  شامل یک مسیر به طول بزرگ

 است. 4



  

  

  

 سرری   گررف و م لرر   71
 

 

 ویژه امتحان نهایی

 مسائل و تمریناتپاسخنامه  
 :1پاسخ 

 
 

 :2پاسخ 

 
 

 :3پاسخ 

 
 

 :4پاسخ 

 
 

 :5پاسخ 

 

 
 :6پاسخ 

وجود دارد.  abde،acdeدو مسیر

 
 :7پاسخ 

 
 

 است.  3گری در این گراف در حالی که عدد احاطه

 

 

 :8پاسخ 

 

 
 :9پاسخ 

 
 

 :11پاسخ 

 
 

 :11پاسخ 

 
 

 :12پاسخ 

 
 

 :13پاسخ 

 
 

 :14پاسخ 

 



  

  

  

 سرری   گررف و م لرر   71
 

 

 ویژه امتحان نهایی

 :15پاسخ 

 
 

 :16پاسخ 

 
 

 :17پاسخ 

 
 

 :18خ پاس

 
 

 :19پاسخ 

 
 

 :21پاسخ 

 
 

 :21پاسخ 

 
 
 
 

 :22پاسخ 

 
 

 :23پاسخ 

 
 

 :24پاسخ 

 
 

 
 

 :25پاسخ 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 :25پاسخ 

 
    

 
 :26پاسخ 

 الف(

 

prپذیر نیست زیرا ب( رسم این گراف امکان q   7 3 21 به  2

 توانند فرد باشد. زمان نمی هم rو pهای منتظم عبارت دیگر در گراف

 
 :27پاسخ 

G Gdeg (V) deg (V) p

p p

  

    

1

9 12 1 22
  



  

  

  

 سرری   گررف و م لرر   71
 

 

 ویژه امتحان نهایی

 ها: اثباتیپاسخنامه  
 :1پاسخ 

 

 
 :2پاسخ 

 

 
 :3پاسخ 

 
 

 :4پاسخ 

 

 
 

 :5پاسخ 

 

 
 

 :6پاسخ 

 
 



 

 

 نهایـی امتحان

 ریاضیات گسسته

 

 سومفصل 
 

 ترکیبیات )شمارش(
 
 

 نمره 7-8بارم: 



  

  

  

  

شترکیبیاا )شمااا(    ش 02
 

 ویژه امتحان نهایی

  
 درست، غلط -چیننقطه -هاتعریفی

,...,nیک جدول مربع از اعددا  :مربع لاتین ,2 nبد  کد ی یدک مربدع 1 n ای آن بدا  را کد  طدهر ا و طدت ن 

,...,nاعدا  ,2 « مربدع تتدی »ری وج   نداکت  باکد، پر کده باکد و  ر  یچ طهر آن و نیز  ر  یچ طت ن آن عد  ت را 1
 نامیم. می

 گ ییم. ب   ر یک از اعدا   رون مربع تتی  یک  رای  می :درایه

 و مربع تتی   م مرتب  باکند، ب  ط ری   از کندار م ردرار  ا ن  Bو Aفرض کنید :دو مربع لاتین متعامد

 ای نظیر از ای   و مربع، مربع جدیدی از  مان مرتب  حاصی ک   ک   ر خان  آن حاوی یک عد   و ررمی اطت ک   رای 
)و یا برع س( اطت.  ر اید   B ای طمت راطت مرب ط ب  مربعو تمام ررم A ای طمت چپ مرب ط ب  مربعتمام ررم
 ای مربدع جدیدد ت درار متعامدند.  رگاه  یچ یک از اعدا   و ررمی م ج    ر خان  Bو Aگ ییم  و مربع تتی  ص رت

 نشده باکند. 

 ددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددد

 
 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  

 توان تشکیل داد.کاراکتر می 9تعداد ..... رمز شامل  9و  8و  6و  4و  3و ارقام « ت»، «خ»، «ب»، «الف»با چهار حرف  -1

xهای صحیح و نامنفی معادله تعداد جواب -2 x x  1 2 3  است.  .......برابر  10

 توان تشکیل داد. رقمی می 7به تعداد ................. عدد  5و  5و  2و  2و  2و  2و  3با ارقام  -3

xدر مربع لاتین مقابل حاصل -4 yz  .برابر با ..... است 

  

!9

66

!

! !




7 1054 2

4
x z

y

2
2 3
1 3 2



  

  

  

  

شترکیبیاا )شمااا(    ش 02
 

 ویژه امتحان نهایی

 
 مسائل و تمرینات 

 کنار هم باشند؟  « ت»های  توان نوشت که حرف حرفی می 8چند کلمه « انتخابات»با حروف کلمه  -1

 متعامد بودن دو مربع لاتین داده شده را بررسی کنید. -2

1 2 3 3 1 2
3 1 2 2 3 1
2 3 1 1 2 3

 

 های صحیح و نامنفی معادله زیر را به دست آورید. تعداد جواب -3

ix x x x x ; i      1 2 3 4 3 0 1 4 

nطوری که وجود دارد، به nچند عدد طبیعی مانند -4 1  پذیر نباشد؟ بخش 6و  5،  4و بر هیچ یک از اعداد  350

  اند؟ نفر حداقل دو نفر هستند که در هر روز تولد شده 368ثابت کنید در بین هر  -5

 های صحیح و نامنفی معادله زیر را به دست آورید. تعداد جواب -6

ix x x x x , i      1 2 3 53 11 0 1 5 

fچه تعداد تابع مانند -7 : A B توان تعریف کرد، اگر بدانیم می| A | |و 5 B | است؟ چه تعداد از این توابع  4

 یک هستند؟ به یک

را  8و یک رقم  7ته شده روی قفل حداقل یک رقم باشد و بدانیم که رمز بس 9رقم از صفر تا  4اگر یک قفل رمزدار شامل  -8

کشد. حداکثر زمانی که لازم است تا این قفل باز شود، چندد   ثانیه طول می 5رقمی  4شود و امتحان کردن هر رمز  شامل می

 ثانیه است؟ 

ماه تولدشان یکسدان   ها روز و نفر از آن 7آموز مشغول تحصیل باشند، لااقل  دانش 505ثابت کنید اگر در یک دبیرستان  -9

 است. 

 اتاق یک نفره و دو اتاق دو نفره جای داد؟  4نفر را در  8توان  به چند طریق می -10

Bبه A{a,b,c,d,e}چند تابع پوشا از مجموعه -11 { , , , } 1 2 3  توان نوشت؟ می 4

)90تا  1در بین اعداد طبیعی  -12 n ) 1  پذیر باشند؟ بخش 3یا  2چند عدد وجود دارد که بر  90

Aچند تابع یک به یک از -13 { , , , } 1 2 3 Bبه 4 { , , , , } 1 2 3 4 )وجود دارد که شامل عضو 5 , )2  باشد؟ 3



  

  

  

  

شترکیبیاا )شمااا(    ش 00
 

 ویژه امتحان نهایی

)200تا  1در بین اعداد طبیعی  -14 n ) 1 پدذیر   بخدش  7پذیر باشند؛ ولی بر  بخش 4چند عدد وجود دارد که بر  200

 نباشند؟  

 ثابت کنید در بین هر سه عدد طبیعی حداقل دو عدد طبیعی وجود دارد که مجموعشان عددی زوج باشند. -15

Aمجموعه اعداد -16 { , ,..., } 1 2  2دارای حداقل  Aوی ازعض 43گیریم. نشان دهید هر زیر مجموعه  را در نظر می 84

 باشد.   85عضو است که مجموعشان برابر 

6نقطه درون یک مستطیل 13 -17 هدا   نقطه وجود دارد که فاصله آن 13نقطه از این  2قرار دارند. نشان دهید حداقل  8

 باشد. 8تر از کم

Aاز مجموعه -18 {a,b,c,d} به مجموعهB { , , , , } 1 2 3 4  توان نوشت؟ یک می به چند تابع یک 5

تواند با مربع اولیه متعامد باشدد؟   آیا مربع لاتین حاصل از اعمال یک جایگشت روی اعضای یک مربع لاتین دلخواه می -19

 چرا؟

x y

x y

  

xنامعادله -20 y z    چند جواب صحیح نامنفی دارد؟ 2

نفر توزیع کرد، به شرط آن که هیچ کس بیشتر از یک خودکار نداشته  8خودکار متفاوت را بین  4توان  به چند طریق می -21

 باشد؟ )به هر نفر حداکثر یک خودکار داده باشیم.(

 بار ظاهر شوند؟ حداقل یک 2و  4های  وجود دارد که یکی از رقم 1، 2، 3، 4رقمی با ارقام  4چند عدد  -22

 چند مربع لاتین به صورت مقابل وجود دارد؟  -23

3
1

  

xمعادله -24 x ... x   1 2 6 xچند جواب صحیح و مثبت دارد به شرط آن که 12 3 xو 4 5  باشد؟ 2

Aاز مجموعه -25 {a,b,c,d} چند تابع پوشا به مجموعهB { , , } 1 2 توان نوشت به طوری که شامل زوج مرتدب   می 3

(a,  باشد؟ 1(

2های لاتین تعداد مربع -26  چند تا است؟  2

 شاخه گل را به دلخواه انتخاب کرد؟ 8نوع گل، دسته گلی شامل  4به چند طریق از بین  الف( -27

 شاخه گل را انتخاب کرد؟   8توان  ب( اگر از هر چهار نوع گل حداقل یکی انتخاب شود، به چند طریق می



  

  

  

  

شترکیبیاا )شمااا(    ش 02
 

 ویژه امتحان نهایی

 ست؟برای مربع لاتین مقابل یک جایگشت مشخص کرده، نشان دهید مربع جدید، خود مربع لاتین ا -28

4 2 1 3
3 1 2 4
1 4 3 2
2 3 4 1

  

) 400تا  1بین اعداد طبیعی  -29 n ) 1  چند عدد وجود دارد که:  400

 پذیر نباشد؟ بخش 7پذیر باشد ولی بر  بخش 4الف( بر 

 پذیر باشد؟ بخش 7یا  4ب( فقط بر یکی از اعداد 

شرط آن که به هر نفر حداقل یدک خودکدار داده    نفر توزیع کرد به 3خودکار متفاوت را بین  4توان به چند طریق می -30

 باشیم؟

نقطه دلخواه داخل ایدن مثلدث    10ایم. نشان دهید اگر  بندی کرده واحد را تقسیم 3الاضلاع به طول  یک مثلث متساوی -31

 یگر کمتر از یک باشد؟ها از یکد نقطه بین این نقاط وجود خواهد داشت به قسمی که فاصله آن 2اختیار کنیم حداقل 

 

4یک مربع لاتین -32  چرخشی رسم کنید. 4

 توان نوشت؟ رقمی می 10چند عدد  1132881133با ارقام عدد -33

 ددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددد

 
 هااثباتی 

nثابت کنید مربع لاتین از مرتبه -1 n .وجود دارد  



  

  

 

  

شترکیبیاا )شمااا(    ش 42
 

 ویژه امتحان نهایی

 پاسخنامه مسائل و تمرینات 
  :1پاسخ 

            
 

 :2پاسخ 

 
 

 :3پاسخ 

 

 
 

 :4پاسخ 

 
 

 :5پاسخ 

 
 

 

 :6پاسخ 
 

 

 
 :7پاسخ 

 

 
 :8پاسخ 

 
 

 :9پاسخ 

 
 

 :11پاسخ 

! !

      
      
      



8 7 6 5 4 2
1 1 1 1 2 2

4 2 

 
 :11پاسخ 

 
 





  

  

 

  

شترکیبیاا )شمااا(    ش 42
 

 ویژه امتحان نهایی

 :12پاسخ 

 
 

 :13پاسخ 

 
 

 :14پاسخ 

 

 
 :15پاسخ 

 

 
 :16پاسخ 

 

 
 :17پاسخ 

 
 

 :18پاسخ 

 
 

 
 

 :19پاسخ 

 
 

 :21پاسخ 

 
 

 :21پاسخ 

 
 

 :22پاسخ 

 
 

 :23پاسخ 

 
 

 :24پاسخ 

 



  

  

 

  

شترکیبیاا )شمااا(    ش 42
 

 ویژه امتحان نهایی

 :25پاسخ 

 
 

 :26پاسخ 

 
 

 :27پاسخ 

الف(     
    

   

8 4 1 11 1654 1 3 

داریر.    شاخه )به اجبار( از هر نوع گل برر یر    1ب( ابتدا 

 8 4 نروع   4شاخه گل باق  یانده را به دلخواه از بین  4

 کنی.  گل انتخاب ی 

برابر است با:  لذا تعداد حالات    
    

   

4 4 1 7 354 1 3   

 
 :28پاسخ 

 
هیچ سطر یا ستون  از یربع جدید عضو تکررار  ججرود   در 

 باشد ندارد بنابراین یربع لاتین ی 

 
 :29پاسخ 

ج یجموعره اعرداد    Aرا 4پرذیر برر     یجموعه اعداد بخر  

 نایی. بنابراین:  ی  Bرا 7بخ  پذیر بر 

n(A) ,

n(B) ,

n(A B)

 
  
 

 
  
 

 
   

400 1004
400 577

400 144 7

  

 الف(

n(A B) n(A) n(A B)     100 14 86  

 ب(
n(A B) n(B A)

n(A) n(A B) n(B) n(A B)

   

    

    100 14 57 14 129
  

 
 :31پاسخ 

یعراد  اسرت برا پیردا      تعداد حالات یمکن برا  انجام این عمل

عضرررو   4هرررا  از یرررع یجموعررره کرررردع تعرررداد ترررابع

Aیاننرررد {a ,a ,a ,a } 1 2 3 عضرررو   3بررره یرررع یجموعررره  4

Bیاننرد  {b ,b ,b } 1 2 ، برره رررور  کرره بررد ایررن توابررع همرره  3

 باشد  Bاعضا 

 iBهرا   جموعه توابع  اسرت کره بررد  ع   ی iAکنی. تعریف ی 

 نباشد  بنابراین: 

|A|| S | | B | , | A | | A | | A |     4 4
1 2 33 81 2 

| A A | | A A | | A A |   4
1 2 2 3 1 3 1 1 

| A A A |1 32 0 
| A A A | | A A A |

| S | | A A A |

( )

  

  

        

1 2 3 1 2 3
1 2 3

81 16 16 16 1 1 1 0 36
 

 
 :31پاسخ 

 
 

  
 

 

 :32پاسخ 
1 2 3 4

4 1 2 3

3 4 1 2

2 3 4 1

  

 

:33پاسخ 
 

!

! ! ! 

10
4 3 2  

 



  

  

 

  

شترکیبیاا )شمااا(    ش 42
 

 ویژه امتحان نهایی

 ها پاسخنامه اثباتی
 :1پاسخ 

 
 

 

 

 

 

 

 

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   28

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   29

 
 

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   30

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   31

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   32

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   33

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   34

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   35

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   36

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   37

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   38

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   39

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   40

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   41

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   42

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   43

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   44

 



  

  

   

  

 ویژه امتحان نهایی نمونه سؤال امتحان  ناان   45

 
 

 



 
  

 نهايـي امتحان

 3هندسه 

  فصل اول
  

  ماتريس و كاربردها
  

  نمره4دود ح: بارم



  

  

  

  

 ویژه امتحان نهاییکمااایس و کاکبیده   ااای 46

 
 درست، غلط -چیننقطه -هاتعریفی 

شوود  هور عودد هر آرایش مستطیلی از اعداد حقیقی، شامل تعدادی سطر و ستون یک ماتریس نامیده می :ماتریس
 نامیم حقیقی واقع در هر ماتریس را درایه آن ماتریس می

را یک ماتریس  Aباشد،  nها برابر و مساوی عداد ستون، تعداد سطرها با تAاگر در ماتریس  :ماتریس مربعی
n (nمربعی از مرتبه  n) نامیم می 

 نامیم ده باشد آن را یک ماتریس سطری میفقط از یک سطر تشکیل ش Aاگر ماتریس  :ماتریس سطری

 نامیم اگر ماتریسی فقط دارای یک ستون باشد آن را ماتریس ستونی می :ماتریس ستونی

بر قع های واهای غیر واقع بر قطر اصلی آن صفر باشند  )درایهماتریسی است مربعی که تمام درایه :ماتریس قطری
 توانند صفر باشند یا نباشند (قطر می

ک های روی قطر اصولی آن بوا هوم برابور باشوند آن را یواگر ماتریسی قطری باشد و تمام درایه :ماتریس اسکالر
 نامیم ماتریس اسکالر می

)را با نماد  Aماتریسی دلخواه باشد قرینه ماتریس  Aاگر  :قرینه یک ماتریس A)   نموایش داده و از رور

( آید  وارح است که بدست می Aدر ماتریس  1(  A ( A) 0  

 B)در صورت وجود( ماتریسی است چون  A، وارون ماتریس Aبرای هر ماتریس مربعی مانند  :وارون ماتریس

طوریکه به AB BA I در این صورت  B  را وارونA نامیم و با می
A

 دهیم نشان می 1



  

  

  

  

 ویژه امتحان نهاییکمااایس و کاکبیده   ااای 47

 
 های زیر را مشخص کنید.رستی عبارتدرستی یا ناد 

 نادرست درست  پذیری است.ها دارای خاصیت شرکتجمع ماتریس -1

اگر  -2 A B Aباشد آنگاه  0 Bیا  0  نادرست درست  .0

 نادرست درست  ها خاصیت جابجایی ندارد.در حالت کلی ضرب ماتریس -3

پذیری دارد. یعنی: ضرب ماتریس خاصیت شرکت -4    A (B C) (A B) C.  نادرست درست 

 نادرست درست  های روی قطر اصلی هر ماتریس مربعی و ترانهاده آن برابرند.درایه -5

اگر  -6  A B A C  باشد آنگاهB C.  نادرست درست 

2برای هر دو ماتریس مربعی  -7 3یا  2 داریم  Bو  Aمانند  3 | AB | | A | | B  نادرست درست  |

 نادرست درست  لی.دترمینان ماتریس قطری برابر است با ضرب اعداد قطر اص -8

 نادرست درست  باشد. ماتریس مربعی صفر، صفر میتنها دترمینان  -9

داشته باشیم: که  Bو ماتریسی چون  Aاگر برای ماتریس مربعی  -10   A B B A I  باشدد آنگداهB  وارونA 

 نادرست درست  است.

 نادرست درست  وارون هر ماتریس مربعی در صورت وجود منحصر به فرد است. -11

 
 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر کنید. 

 ..................................................................ماتریس قطری ماتریسی است که  -1

 ................................................................ماتریس اسکالر، ماتریسی است که  -2

A داریم:  Cو  Bو  Aبرای سه ماتریس  -3 (B C) ................    
 است......... ضرب دو ماتریس قطری، همواره ماتریسیحاصل -4

دترمینان ماتریس  -5
 
 
 

a b

c d
  .......... : برابر است با 

برای ماتریس مربعی  -6
 

  
 

a b
A

c d
A، داریم: ...............................

 1  

2برای دو ماتریس  -7  داریم: Bو  Aپذیر و وارون 2

 (A ) .......
  1 1، (kA) ..............

 1، (A B) ...............
 1  

شرط لازم و کافی برای اینکه  -8
A

 باشد......... وجود داشته باشد آن است که 1

3که  Aبرای ماتریس  -9 | است داریم:  3 kA | ............  

ها صفر هستند.های روی قطر اصلی، بقیه درایهبه جز درایه  

های روی قطر اصلی برابرند.هم قطری است و هم همه درایه  

(A B) C  

d b

c aad bc

 
 
  

1

B A 1 1
A

k

 11
A

| A |0

k | A |3

ad bc

 قطری



  

  

  

  

 ویژه امتحان نهاییکمااایس و کاکبیده   ااای 48

 
 مسائل و تمرینات 

اگر  -1
 

  
 

x y
A

z

2 5
و  1

 
  

 

x y
B

3 2
2 Aو  1 B  در این صورت حاصل (x y z) .را بیابید 

3دو ماتریس  -2 Aمثال بزنید که  Bو  Aمانند  3 O  وB O ولی ،AB O .است 

اگر  -3
a

A
b

 
  

 

4
و  1

 
  
 

B
1 2
3 Aضرب دست آورید که حاصلرا طوری به bو  a، مقادیر 2 B  ماتریس

 قطری باشد.

اگر  -4

 
 
 
  

1 2 2
2 1 2
2 2 1

، نشان دهید   A A I O
2

34 5  

 اگر -5
 

  
 

A
1 1
1 A، ماتریس 1

 را محاسبه کنید. 100

اگر  -6
 

  
 

| A |
A

| A |

4 3
 را بیابید. Aترمینان در این صورت د 1

اگر  -7  


A x

x

1 2 7 2 72 1 1 1 11 2
 را بدست آورید. Aباشد، مقدار  

 دترمینان ماتریس مقابل را بدست آورید. -8

 
 

 
 
 
  

A

2 3 4 2
1 2 1 1
1 5 2 3
2 11 1 5

  

دترمینان ماتریس  -9

 
 

 
 
  

A

1 5 7
2 1 3
4 5 2

 یک بار به روش ساروس و یک بار بر حسب ستون اول محاسبه کنید.را  

اگر  -10
 

  
 

A
1 2
1 و و  3

 
  
 

B
1 1
3 ، حاصل عبارت 4 A B

1  را بدست آورید. 15

2 دو ماتریس Bو  Aاگر  -11 2 ،| A | |و  2 B | ، آنگاه 4
| A B |

1  چقدر است؟ 2
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3الف( ماتریس  -12 |بیابید که  Aچون  3 A | 5  

2یس غیر قطری ب( ماتر  |بیابید که  Aچون  2 A | 5  

پ( دترمینان ماتریس  

 
 


 
  

A

1 2 3
4 5 6
1 0 1

 را به روش ساروس بیابید. 

دستگاه  -13
 


  

x y

x y

3 4 1
2  نید.را با استفاده از ماتریس وارون حل ک 1

دستگاه  aبه ازای کدام مقدار  -14
   


 

x y a ay

ax y

5
5 6  جواب ندارد. 5

دستگاه  aبه ازای کدام مقدار  -15
 


  

x ay

(a )x y

2
1 2  دارای جواب منحصر به فرد است؟ 3

در تساوی  Aماتریس مربعی  -16  A A I
22 را  Aپذیر است و وارون وارون Aکند. نشان دهید صدق می 0

 حساب کنید.

اگر  -17
 

  
 

A
1 0
1 و  1

 
  

 
B

3 1
2 AXی ، از رابطه1 B  ماتریسX .را بیابید 

اگر  -18 | A |3 3 ، حاصل 2
|| A | A |

 را بیابید. 1

دستگاه معادلات خطی تشکیل دهید که  -19
 

  
 

A
2 3
5 ماتریس ضرایب دستگاه بوده و  1

 
  
 

B
13
ماتریس  7

 بیابید. وارونمعلومات آن باشد و سپس جواب دستگاه را به روش ماتریس 

A3اگر  -20 |باشد و  3 A | )، آنگاه دترمینان ماتریس 2 A )
2  چقدر است؟ 12
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 هااثباتی 

3های ماتریس Bو  Aاگر  -1 پذیر باشند و تعویض 3  (A B B A):ثابت کنید ، 

(A B) A AB B   2 2  )الف 22

   (A B)(A B) A B
2  )ب 2

2برای هر ماتریس  -2  ثابت کنید: Aمانند  2 | A |
| A |

1 1
  

3ماتریسی مربعی  Aاگر  -3 | ، نشان دهید:kو  3 kA | k | A |
3  

ABموجود باشد که  Bاتریس مربعی ، مAاگر برای ماتریس مربعی  -4 I  ثابت کنیدA پذیر است و وارونBA I. 

|ثابت کنید  -5 AB | | BA |. 

|پذیر باشد، ثابت کنید: وارون ماتریسی مربعی Aاگر  -6 A | 0  

 مربعی در صورت وجود منحصر به فرد است. ماتریسثابت کنید وارون  -7
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 ویژه امتحان نهایی

 پاسخنامه مسائل و تمرینات
 :1پاسخ 

 
 

 :2پاسخ 

 
 

 :3پاسخ 

 
 

 :4پاسخ 

 
 

 :5پاسخ 

 
 

 :6پاسخ 

 
 

 :7پاسخ 

 
 

 :8پاسخ 
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 ویژه امتحان نهایی

 :9پاسخ 

 
 

 :10پاسخ 

 
 

 :11پاسخ 

 
 

 :12پاسخ 

 
 

 :13پاسخ 

 
 

 

 :14پاسخ 

 
 

 :15پاسخ 

 
 

 :16پاسخ 

 
 

 :17پاسخ 

 
 

 :18پاسخ 
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 ویژه امتحان نهایی

 :19پاسخ 

 
 

 :20پاسخ 
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 ویژه امتحان نهایی

  هاپاسخنامه اثباتی

 :1اثبات 

 
 

 :2اثبات 

 
 

 :3اثبات 

 
 

 :4اثبات 

 
 

 :5اثبات 

 
 

 :6اثبات 

 

 :7اثبات 

 



 
  

 نهايـي امتحان

 3هندسه 

 دومفصل 
  

  آشنايي با مقاطع مخروطي
  

 نمره 8حدود : بارم
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 درست، غلط -چیننقطه -هاتعریفی 

 dمتقاطع غیر عمود باشند. سطط  االطا اد دوران خطط  Aدر نقطه  Lو  dفرض کنید دو خط  رویه مخروطی:
را  dرا رأس و خطط  Aرا محور، نقطه  Lنامیم. در این االت خط را یک رویه مخروطی )سط  مخروطی( می Lاول خط 

 نامیم.مولد این سط  مخروطی می

فضا( است که همه آنها یک ویژگی مشطتر  داشطته مکان هندسی، مجموعه نقاطی اد لفحه )یا  مکان هندسی :
 باشند و همچنین هر نقطه که آن ویژگی را داشته باشد عضو این مجموعه باشد.

ای سط  مخروطی را قطع کند فصا مشتر  لطفحه بطا سطط  مخروططی را مقططع اگر لفحه مقاطع مخروطی:
 مخروطی گویند.

و  Oکه مرکز آن برابطر ای است باشد، دایره Rبرابر مقدار ثابت  Oبت نقاطی در لفحه که فالله آنها اد نقطه ثا دایره:
 است. Rشعاع آن برابر 

برابطر مقطدار ثابطت باشطد را بیضطی مکان هندسی نقاطی اد لفحه که مجموع فالطله آنهطا اد دو نقططه ثابطت  بیضی:
)گوییم. دو نقطه ثابت کانون و مقدار ثابت را قطر بزرگ بیضی می a)2 .گوئیم 

مکان هندسی نقاطی اد یک لفحه است که اد خط ثابت در آن لفحه و اد یک نقططه ثابطت غیطر واقطع در آن  سهمی :
 لفحه به یک فالله باشند.

ی اگر پرتو نوری موادی محور کانونی به بدنه یک آینه کطروی )کطه شط یه سطهم بندگی سهمی:خاصیت بازتا
 گذرد و برعکس.است( بتابد انعکاس آن اد کانون آینه )کانون سهمی( می
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 های زیر را مشخص کنید.درستی یا نادرستی عبارت 

 نادرست درست  به یک فاصله است. Cو  Bو  Aتنها یک نقطه وجود دارد که از سه نقطه متمایز  -1

 نادرست درست   تواند هذلولی باشد.ای یک سطح مخروطی را قطع کند، فصل مشترک میهرگاه صفحه -2

 نادرست درست   مواره یک نقطه وجود دارد که از چهار نقطه متمایز در یک صفحه به یک فاصله است.ه -3

 نادرست درست   باشد. Lز اضلاع زاویه به یک فاصله قرار دارند که ا xoyتنها یک نقطه درون  -4

)Oو مرکز  rای به شعاع معادله دایره -5 , )  صورت به(x ) (y ) r   2 2  نادرست درست   ت.اس 2

x)ای که در ربع اول بر محورهای مختصات مماس است عبارت است از معادله دایره -6 ) (y )    2 2 2. 

 نادرست درست  

xدو دایره  -7 y 2 2 x)و  4 ) y  2 21  نادرست درست   اند.متقاطع 4

)Aنقطه  -8 , )1 xدرون دایره  1 y 2 2  نادرست درست   قرار ندارد. 9

yخط  -9 x  بر دایرهx y 2 2  نادرست درست   مماس است. 2

aبه ترتیب قطرهای بزرگ، کوچک و فاصله کانونی بیضی باشد، داریم:  c2و  a2 ،b2اگر  -10 b c 2 2. 

 نادرست درست  

 نادرست درست   شود.گر خروج از مرکز بیضی برابر با یک باشد بیضی تبدیل به دایره میا -11

 ها هستند.(کانون Fو  Fبرند)برا dبا خط  MFو  MFبر بیضی مماس شود، زاویه  Mدر نقطه  dاگر خط  -12

 نادرست درست  

yدر معادله سهمی  -13 ax 2 کانون ،( a, ) xو خط هادی  0 a نادرست درست   باشد.می 

 مماس باشد، روی سهمی است. dبگذرد و بر خط  Fمرکز هر دایره که از  ،dو خط هادی  Fدر سهمی با کانون  -14

 نادرست درست  
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 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر کنید. 

 . است....................... اندبه یک فاصله Bو  Aمکان هندسی نقاطی که از دو نقطه  -1

 باشد.. میاست ................. به یک فاصله xoyمکان هندسی نقاطی که از اضلاع زاویه  -2

 .........................................باشند .............. Lبه فاصله  dمکان هندسی نقاطی که از خط  -3

 ............................................باشند .. rبه فاصله  Aمکان هندسی نقاطی که از نقطه  -4

 آید.وجود میکه با آن موازیست، .................. به Lحول خط  dاز دوران خط  -5

 .......... است.هد، سطح مقطع حاصل ..ای شامل محور یک سطح مخروطی، آن را برش دهرگاه صفحه -6

xشرط اینکه رابطه ضمنی  -7 y ax by c    2 2  ...............معادله یک دایره باشد این است که .. 0

 ........................ای که در ربع دوم بر محورهای مختصات مماس باشد عبارت است از ..معادله دایره -8

 عبارت است از ............... rای به مرکز مبدأ مختصات و شعاع معادله دایره -9

dشرط آنکه خط  -10 :ax by c   a)ر دایره ب 0 ) (y ) r   2 2 مماس باشد اینن اسنت کنه معادلنه  2

 ...........................ها .آنبرخورد 

 ....آنگاه ......باشد،  C(O,r)درون دایره  Aاگر نقطه  -11

xاگر رابطه ضمنی  -12 y ax by c    2 2 ، نمایش یک نقطه باشد، آنگاه مختصنات آن نقطنه .................. 0

 است.

، خروج از مرکز برابنر اسنت بنا c2و فاصله کانونی  b2و  a2در بیضی به طول قطرهای بزرگ و کوچک به ترتیب  -13

........... 

ی برابر است اسنت بنا ، طول وتر کانونc2و فاصله کانونی  b2و  a2در بیضی با قطرهای بزرگ و کوچک به ترتیب  -14

....... 

 شود.میباشد، بیضی تبدیل به دایره  مرکز بیضی برابر با ...... اگر خروج از -15

 شود.خط میگر خروج از مرکز بیضی برابر با ............. باشد، بیضی تبدیل به پارها -16

انون، زاوینه کن Fو  Fسر قطر کوچک باشند و  Bدر بیضی طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است. اگر  -17

FBF ...... برابر است با 

x)سهمی  رد -18 h) a(y k)  2  برابر است با ............ معادله خط هادی 4

  ABخط عمود منصف 

  xoyنیمساز زاویه 

 از آن هستند. Lو به فاصله  dدو خط موازی با 

 باشد.می rو شعاع  Aای به مرکز دایره

 ایسطح استوانه

 هذلولی

a b c  2 2 4 0

(x ) (y )    2 2 2

x y r 2 2 2

 ریشه مضاعف داشته باشد.

OA r

a b
M ,

 
 
 2 2

c
e

a


b

a

22

 صفر

120

y a k  

 یــک
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 ...............................................سهمی مکان هندسی نقاطی از یک صفحه است که ....................... -19

.............................................. 

 ..............................................................بیضی مکان هندسی نقاطی از یک صفحه است که . -20

تنرین نقناط ، دورترین و نزدینکc2و فاصله کانونی  b2و  a2در بیضی به طول قطرهای بزرگ و کوچک به ترتیب  -21

 ..................................................ها برابر است با .............بیضی از کانون

Aو  ABی را در وترهای ، سهمdو  dاگر دو خط موازی  -22 B   قطع کنند، خط گذرنده بر وسنطAB  وA B   بنا

 . موازی است......................

 از یک خط ثابت در آن صفحه و از یک نقطه ثابت غیر واقع بر 

 است. یک مقدار ثابتثابت از دو نقطه مجموع فواصلشان 

 است.

a c ترین نقطهنزدیکA F    وa c  دوترین نقطهAF  

 سهمی نمحور تقار

 آن خط در آن صفحه به یک فاصله باشد.
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 مسائل و تمرینات 

بنه  نینز Dو  Cبه یک فاصله و از  Bو  Aمفروض هستند. نقاطی در این صفحه بیابید که از  Dو  Cو  Bو  Aنقاط  -1

 یک فاصله باشند.

واحد باشد.  2ی به فاصله dواحد و از  1ی به فاصله Aای را بیابید که از اند. نقطهدر صفحه مفروض dو خط  Aنقطه  -2

 نقاط را بررسی کنید.( )تعداد مختلف

xای را بنویسید که خطوط ی دایرهمعادله -3 y  xو  1 y  xشامل قطرهایی از آن بوده و خط  3 y 4 3 6 

 بر آن مماس باشد.

 ی زیر را نسبت به هم مشخص کنید.وضعیت دو دایره -4

x y x y x y x y        2 2 2 24 6 3 10 14 73 0  

)Oای به مرکز ی دایرهمعادله -5 , )2  بنویسید و مختصات برخورد آن را با محورهای به دست آورید.را  2و شعاع  1

xی دست آورید که معادلهرا طوری به mحدود  -6 y x y m    2 2 3 5  ی یک دایره باشد.معادله 0

)Oای بنویسید که مرکز آن معادله دایره -7 , )0 xی بوده و بر دایره 1 y x y   2 2 4 6  مماس داخل باشد. 3

xط خای به مرکز مبدأ مختصات بنویسید که بر ی دایرهمعادله -8 y  3 4 10  مماس باشد. 0

)Oای را بنویسید که ی دایرهمعادله -9 , )0 xی مرکز آن بوده و روی خط به معادله 1 y  2طول وتری به 2 جدا  2

 کند.

)ی ای که از سه نقطهشعاع دایره -10 , )0 0 ،( , )1 1 ،( , )2  دست آورید.د را بهرگذمی 2

11- m  وn ی دست آورید که نقطهرا طوری بهS( , )1 xرأس سهمی  2 y my n  2 .باشد 

 Fو  Fطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است و نقاط ، طول قمقابلدر بیضی شکل  -12

 چند درجه است؟ FBFی ی زاویههای بیضی هستند. اندازهکانون

 

است.  5برابر  FBو  2ترین رأس برابر تا نزدیک Fی کانون فاصلهمقابل در بیضی شکل  -13 

نسبت 
c

a
 کنید.را پیدا  

xی کانون سهمی فاصله -14  x y  2 4 4  دست آورید.را تا مبدأ مختصات به 8
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BFچهارضلعی  مقابلبیضی شکل  اگر در -15 B F    مربع باشد نسبت
c

a
 دست آورید.را به 

 

yسهمی  -16 x 2 4 کنیم. مختصنات نقناط ای رسم میواحد دایره 3مفروض است. به مرکز کانون سهمی و شعاع  4

 دست آورید.برخورد دایره و سهمی را به

)Fا بنویسید که معادله سهمی ر -17 , )3 xکانون آن باشد و خط به معادله  5  3 .خط هادی آن باشد 

)Fی یک سهمی را پیدا کنید که کانون آن ابتدا با استفاده از تعریف سهمی معادله -81 , )1 yو خنط هنادی آن  2  4 

 باشد، سپس مختصات رأس این سهمی را بنویسید.

است خروج از مرکز  FBFسه برابر مساحت مثلث  OABدر بیضی شکل مقابل مساحت  -19

 را پیدا کنید.

 

4طول قطر کوچک بیضی  -20  است. قطر بزرگ بیضی را بدست آورید. 4ی آن ترین نقطهی کانون تا دورو فاصله 2

yی رأس تا خط هادی سهمی فاصله -21 y x  2  را پیدا کنید. 2

xی ی خط هادی سهمی به معادلهمختصات رأس، کانون و معادله -22 x y   2 4 8 4  را بدست آورید. 0

yسهمی  -23 x y 2 2 چننین مختصنات مفروض است. مختصات رأس و کانون سهمی را یافته و آن را رسم کنید. هم 4

 نقاط برخورد سهمی و محورهای مختصات را بیابید.

)Sی سهمی را بنویسید که رأس آن معادله -24 , )1 )Fو کانون آن را  2 , )3  باشد. 2

yی ی کانون سهمی به معادلهفاصله -25 (x y)  22 15 3  از خط هادی سهمی را پیدا کنید. 4

)Aوضعیت نقطه -26 , )1 xنسبت به دایره 2 y x y   2 2 2 2  را تعیین کنید.  0

در یک بیضی خروج از مرکز برابر -27
4
است. طول قطر کوچنک بیضنی و انندازه  20بیضی برابر  و اندازه قطر بزرگ 5

 کانونی آن را بیابید.

 باشد، خروج از مرکز بیضی را به دست آورید.  5و فاصله کانون تا مرکز آن  24گر در یک بیضی طول قطر کوچک ا -28
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 هااثباتی 

ی به نقطه Fرسم شده است. از  dو خط هادی  Fو کانون  Aدر شکل مقابل سهمی با رأس  -1 

، Mی قطع کند و از نقطه Nرا در  dدهیم تا و امتداد می روی سهمی وصل کرده Mدلخواه 

MT  را برd ایم. ثابت کنید:عمود کرده 

FN NT

FA TH

2

  

 وصل کنیم داریم: Tبه  Fاگر از  اثبات:

FT  نیمسازNFH .است

MT || FH
T F

TF F F

M MT MF T F


  

   


    

1 1
1 2

1 1

 

 

 

HA FAFN NT FN NT FN NT
N F H :

HF TH FA TH FA TH


 

    
2 2

NFطبق نیمساز در  2 H


  

 
 

مماس باشد روی  dبگذرد و بر خط  Fمفروض است. ثابت کنید مرکز دایره که از  dو خط هادی  Fسهمی با کانون  -2 

مماس است. با توجه  به این  dگذشته و بر  Fسهمی است و برعکس هر نقطه روی سهمی، مرکز یک دایره است که از 

 موضوع تعریف دیگری از سهمی ارائه دهید.

گیریم و اثبات را در نظر می dو خط هادی  Fمطابق شکل مقابل، سهمی به کانون  اثبات:

 دهیم:)الف( و )ب( انجام میرا در دو حالت 

عمود بر  Hی را در نقطه dدر نظر گرفته و سپس خط  dرا روی  Hالف(: ابتدا دلخواه 

d خط د منصف پارهکنیم. حال عمورسم میHF  را رسم کرده(d ) ی برخورد و نقطه

MHنامیم. از آنجا ه می d ،Mآن را با  MF ای به مرکز شعاع است، پس دایره

MH ی در نقطهH  بر خطd ی مماس است و از نقطهF گذرد.نیز می 

MHای واقع بر سهمی باشد. بنا به تعریف سهمی داریم: نقطه Mب(: فرض کنیم  MFای به مرکز و شعاع ، پس دایره

MH  بر خطd  مماس است و ازF گذرد.نیز می 

ر آن قرا ری ثابت بگذرند و بر خط معلومی که نقطهی ثابت میسهمی مکانی هندسی مراکز دوایری است که از یک نقطه»

 «ی ثابت کانون و خط ثابت هادی سهمی است.ندارد مماس باشد. نقطه

 

 مورب

 روی سهمی

M

N

T

H

d

F
A

M

N

T

H

d

F
A

2

1

1

FS

d

d

H M d
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ی یک دیش که از دوران یک سهمی حول محورش حاصل شده است قطر دهانه -3

ی کانونی سهمی برابر است. ثابت کنید فاصله hو عمق دیش برابر  dبرابر 

d
a

h


2

 است. 16
 

)sبا توجه به شکل، رأس سهمی  اثبات: , )0 ها است. پس yو محور تقارن آن محور  0

xی منحنی به صورت معادله ay2 ی است. حال اگر مختصات نقطه 4
d

A( ,h)2 ی سهمی قرار دهیم، را در معادله

 داریم:
d

A( ,h) d d
x ay ah a

h
    

2 22 24 44 16  

 
 

عمنودی  Fبیضی است و از کنانون مانند شکل، قطر بزرگ Cقطر دایره -4 

قطنع کنند. ثابنت  Mای ماننندیم تا دایره را در نقطنهارسم کرده AAبر

 با نصف قطر کوچک بیضی برابر است. MFکنید

 اثبات:

 

 
 

 

اند. مشخص شده Fو Fهایروی بیضی و کانون Mدر شکل مقابل نقطه -5 

بر بیضی مماس باشد و سپس از  Mای رسم کنید که در نقطهرا به گونه dخط

قطع  Nای مانندرا در نقطه dکنید تا خط رسم MFخطی موازی با Fنقطه

NFکند. ثابت کنید  MF    

 اثبات:

رسلم کنلیم، در ایلو صلورت  MFعاع حامللرا به موازات ش NFخطمماسی بر بیضی رسم کنیم و پاره Mاگر در نقطۀ

 همواره برابر با اندازۀ قطر بزرگ بیضی است؛ یعنی: NFو MFخطمجموع طول دو پاره

 

 
     

MF NF
MF MF a MF NF a2 2 

 
 
 

h

A

d

y

x

M



FF



FF


M

N



A A

MF NF 
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 پاسخنامه مسائل و تمرينات
  :١پاسخ 

  
  

  :٢پاسخ 

  
  

  :٣پاسخ 

  
 

 

  
  

  :٤پاسخ 

  
  

  :٥پاسخ 
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  :١٤پاسخ 

  
  

  :١٥پاسخ 

  
  

  :١٦پاسخ 

  
  

  :١٧پاسخ 

  

  :١٨پاسخ 

  
  

  :١٩پاسخ 

  
  

  :٢٠پاسخ 

  
  

  :٢١پاسخ 

  
  

  :٢٢پاسخ 

  
  
  



  
  
  

  

 ویژه امتحان نهایی  آشنايي با مقاطع مخروطي    ٦٦

  :٢٣پاسخ 

  
  

  :٢٤پاسخ 

  
  

  :٢٥پاسخ 

  
  

  :٢٦پاسخ 

  
  

  

  :٢٧پاسخ 
AA a a

c ce c c
a

FF c

a b c a c b b b
BB b

    

       

    

         
    

2 2 2 2 2 2 2

2 20 10
4 4 5 40 8
5 5 10

2 2 8 16

100 64 6
2 2 6 12

   

  
  :٢٨پاسخ 

  
  
  
  
  
  
  

 سهمي



 
  

 نهايـي امتحان

 3هندسه 

 سومفصل 
  

  بـردارهــا
  

  نمره8حدود : بارم



  
  
  

  

 ویژه امتحان نهایی  بــردارهـــــــــا ٦٧

   درست، غلط-چين نقطه-هاتعريفي

  .هاي زير را مشخص كنيددرستي يا نادرستي عبارت  
aبردارهاي   - 1


ra و 


  نادرست درست     .جهت هستند همواره هم 

aو بردار هاي د مجموع طول-2


bو  


a از طول بردار  b
 

  نادرست درست   . بيشتر است 
x برابر است با yoz معادله صفحه   - 3    نادرست درست   .0

xها برابر اس با yدله محورا مع-4
z





0
  نادرست درست   0

x خط-5
y





5
  نادرست درست   .ها موازي استz با محور2

a3 از محورهاي مختصات برابر است با  A(a,a,a) مجموع فواصل نقطه-6   نادرست درست   .2
  نادرست درست   . ها برابر با صفر است  اگر دو بردار غير صفر برهم عمود باشند، ضرب داخلي آن    - 7

  نادرست  درست  . اگر ضرب خارجي دو بردار غير صفر برابر با صفر باشد، دو بردار موازيند   -8
a: داريم bو a براي هر دو بردار غير صفر -9 b b a      درست نادرست  

a، اگرcو  bو aي بردارهاي غير صفر  برا-10 b a c    آنگاه داريم  :b c    درست نادرست  
a.b، اگرcو  bو aدارهاي غير صفر  براي بر-11 a.c  آنگاه داريم  :b c   درست نادرست  

  .ا با عبارت مناسب كامل كنيدجاهاي خالي ر  
)A فاصله نقطه-1 , , )2 1   ....................... از مبدأ مختصات برابر است با  4

xها در رابطه همه نقاطي كه مختصات آن-2
y





0
  .كنندرا مشخص مي................ صدق كنند،  0

xورد صفحات به معـادلات     حجم مكعب حاصل از برخ     -3  1 ،x  3 ،y  1 ،y  4 ،z  2 ،z    برابـر اسـت     2
  ................. با 

)Aكه ABخط مختصات وسط پاره-4 , , )2 1 )Bو 4 , , )0 3    . ............ باشد برابر است بامي 6

  4 1 16 21

 ها Zمحور

  2 3 4 24

( , , )1 1 5
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a اگر-5 i j k  2 3


bو  i j k  


aباشد، طول بردار   b2
 

  .............   برابر است با 

x خط-6
z





2
  .موازي است............  با محور 3

  .باشد..............  ، شرط اين كه سه بردار در يك صفحه باشند، اين است كه cو bو a براي سه بردار غير صفر-7

a.(a، حاصلcو bو a سه بردار غير صفر براي-8 b)   برابر است با  .............  

a بردار تصوير قائم-9


b بر امتداد بردار 


  .............   برابر است با 

  .............  گاه تصوير يكي بر امتداد ديگري برابر است با  اگر دو بردار برهم عمود باشند، آن-10

a اگر دو بردار -11


bو 


a در يك راستا باشند، تصوير


b  بر


  .......   برابر است با 
  

a براي دو بردار -12


bو 


cos( ............   :، داريم    زاويه بين دو بردار(  

|............  : كندمي نامساوي كشي شوارتز بيان -13 a.b |
 

  

  

i j k 3 7 3

yها  

a.(b c) 0

 صفر

a.ba b
| b |

  2


 صفر

a


a.b
| a || b |

 
 

| a || b |
 



  
  
  

  

 ویژه امتحان نهایی  بــردارهـــــــــا ٦٩

  مسائل و تمرينات  
)C نقاط -1 , , )1 5 2 ،B( , , )3 1 )A و 4 , , )1 2   .ه دست آوريدرا ب AMطول ميانه. باشندمي ABCسه رأس مثلث 1

a مساحت متوازي الاضلاعي كه توسط بردارهاي-2 ( , , )  2 2 3


bو  ( , , ) 4 0 6


  .شود را تعيين كنيدتوليد مي 

cاگر -3 ( , , ) 1 1 4


b و  ( , , ) 3 4 2


a و  ( , , ) 1 3 4


bبر امتداد بردار a باشند، آنگاه تصوير قائم c
 

  . را بدست آوريد

)سه بردار a به ازاي كدام مقدار-4 , , )1 1 )و 1 , , )0 2 ,a)و 1 , )0   در يك صفحه قرار دارند؟ 2

)Aساحت مثلثي كه رئوس آن با نقاط م-5 , , )3 5 )Bو 7 , , )5 5 )Cو 0 , , )4 0   .شود را به دست آوريدساخته مي 4

Vاگر -6 ( , , ) 1 1 1 1


Vو  ( , , )  2 1 4 5


|.گاه حاصل آن  V V | V V 1 2 1 2
   

  .وريدرا بدست آ 

a بردارهاي عمود بر دو بردار -7 i j k  2 2


bو  i j k   2 2


  .را تعيين كنيد 

b بردارهاي-8 i k 


a و  i j k  


  .  را در نظر بگيريد

aتصوير قائم بردار) الف  


bد بردار  را بر امتدا


  . پيدا كنيد

bمساحت متوازي الاضلاعي را به دست آوريد كه بردارهاي) ب  


a و 


  .  دو ضلع مجاور آن باشند

i.(j حاصل-9 k) j.(i k) k.(i j)    3 2   . را پيدا كنيد 4

| اگر -10 a | |و 4 b | aو مساحت متوازي الاضلاعي كه دو ضلع مجاورش        6


b و   


12 است، برابـر      باشـد، انـدازه     3
aزاويه بين دو بردار


b و


  .  را بدست آوريد

| اگر-11 a | 1


|و  b | 2


b.aو   1
 

a  زاويه بين دو بردار


b و 


  . را پيدا كنيد

,k اگر-12 j, iد باشند، حاصل بردارهاي واح(i (i j)) k   را پيدا كنيد .   

| اگر -13 a | | b |  6
 

a.bو   18
 

|حاصل  a b |
 

  .را پيدا كنيد 

a بردارهاي -14 i j k   6


bو  ( , , ) 6 4 0


cو  ( , , ) 2 1 1


حجم متوازي السطوح توليد شده توسـط سـه         . مفروضند 
c,b,aبردار

  
  . را محاسبه كنيد 

A نقاط-15 ( , , ) 1 2 )Bو 3 , , )2 4 Cو 1 ( , , ) 1 3   : مطلوب است. هستند ABCسه رأس مثلث 5

  . به دست آوريد ABCرا در مثلث Aكسينوس زاويه) الف  

ABتصوير قائم بردار) ب  


ACبر امتداد بردار 


  .را به دست آوريد 

  . دست آوريدرا به  ABCمساحت مثلث) ج  



  
  
  

  

 ویژه امتحان نهایی  بــردارهـــــــــا ٧٠ 

,i اگر-16 j وk  را به دست آوريدزيربردارهاي يكه باشند حاصل عبارت .  

i ( j k) j ( i k) k ( i j k)        
           

) تصوير قائم بردار-17 , , )0 3 )روي امتداد بردار 6 , , ) 2 1   .ت آوريدرا به دس 2

c,b,aهاي بردارهاي  در شكل مقابل اندازه    -18 
      حاصل ضرب داخلـي دو     .  است 6و5و3به ترتيب برابر

b,cبردار
  دست آوريد را به .  

  

a اگر بردارهاي  -19 ( , , ) 2 1 2 وd ( , , ) 3 4 2   و قطر متوازي الاضلاع باشند، مساحت متوازي الاضـلاع          به ترتيب ضلع 
  . را به دست آوريد

a اگر-20 ( ,m, ) 3 1 وb (n, , ) 4 2 وa b  0 باشد، حاصلa.b
را پيدا كنيد  .  

a اگر   -21 i j k  3 2 وb i j k   2                  دو ضلع از اضلاع يك مثلث باشند، اندازه ضلع سوم اين مثلث را بـه دسـت
  . آوريد

زاويه بين  . ها برابر است  ضرب داخلي آن  شود، با حاصل  ساخته مي  bو a كه توسط دو بردار    ي مساحت متوازي الاضلاع   -22
  . ن دو بردار را به دست آوريداي

| اگر-23 b | 8 و دو بردارb a bو 2 a 2 برهم عمود باشند، اندازه بردارa را به دست آوريد .  

|برهم عمود باشند و bو a اگر-24 a | 3 و| b | 4 اندازه بردار ،(a b) (a b)  
   را بيابيد.  

x اگر-25 y z  6 12 5 xباشد، حداقل مقدار عبارت 15 y z 2 2 24   . را بدست آوريد 9

|مفروضند به طوري كه bو a بردارهاي-26 a | 3 ،| b | |و 26 a b |  a.bمقدار 72
 را محاسبه كنيد .  

)A نقاط -27 , ,m)1 2  ،B( , , )1 3 )Cو 2 , , ) 1 1 قـائم الزاويـه باشـد،       Bدر رأس  ABCاگر مثلث . مفروض هستند  2
  .  را به دست آوريد mمقدار

a اگر-28 (m, , ) 2 1 | b | 30 و دو بردارa b
 وa b

 برهم عمود باشند، مقدارm را به دست آوريد .  

) مساحت متوازي الاضلاعي كه مختصات سه رأس آن-29 , , )0 0 0 ،( , , )1 2 )و 3 , , )1 2   .باشد را به دست آوريدمي 1

A اگر-30 (a, , ) 0 0 ،B ( , , a) 0 0 Cو 2 (a, ,a) OCباشند، مطلوب است كسينوس زاويه بين بردارهاي 0


ABو 


 .  



  
  
  

  

 ویژه امتحان نهایی  بــردارهـــــــــا ٧١

  هااثباتي  
|: باشد، ثابت كنيد برابر bو aگر زاويه بين دو بردارا -1 a b |tan

a.b


 

   

a.bbدو بردار ناصفر باشند، ثابت كنيد bو a اگر-2 a
| a |

 2

 
 برa عمود است .  

aسه بردار باشند، به طوري كه cو a ،bفرض كنيد -3 b c   0 ثابت كنيد  : a b b c c a    
    .  

a) بردار باشند به طوري كه     cو a ،bفرض كنيد  -4 b) (b c) (c a)      0        ثابت كنيد بردارهـاي a ،b وc  در 
  .  صفحه قرار دارنديك

|  .برهم عمود باشند، ثابت كنيد   bو a فرض كنيد دو بردار  -5 a b | | a | | b |  2 2 2     

|  :   ثابت كنيد bو a براي دو بردار   -6 a b | | a | | b | (a.b)  2 2 2 2      

  



  
  
  

  

  ـردارهـــــــــابـ ویژه امتحان نهایی ٧٢

 پاسخنامه مسائل و تمرينات
  :١پاسخ 

  
  

  :٢پاسخ 

  
  

  :٣پاسخ 

  
  

  :٤پاسخ 

  
  

  :٥پاسخ 

   

 
  

  :٦پاسخ 

  
  

  :٧پاسخ 

  
  

  :٨پاسخ 

 
  

  :٩پاسخ 

  
 

 :١٠پاسخ 

  
  

 :١١پاسخ 

  
  

 :١٢پاسخ 

  



  
  
  

  

  ـردارهـــــــــابـ ویژه امتحان نهایی ٧٣
 :١٣پاسخ 

  
  

  
 :١٤پاسخ 

  
  

 :١٥پاسخ 

  
  

 :١٦پاسخ 

  
  

  
  

  :١٧پاسخ 

  
  

 :١٨پاسخ 

  
  

 :١٩پاسخ 

  
  

 :٢٠پاسخ 

 
  

 :٢١پاسخ 

 
  

 :٢٢پاسخ 

  
  



  
  
  

  

  ـردارهـــــــــابـ ویژه امتحان نهایی ٧٤
 :٢٣پاسخ 

 
  

 :٢٤پاسخ 

 
  

 :٢٥پاسخ 

 
  

 :٢٦پاسخ 

 
  

 :٢٧پاسخ 

 
  

 :٢٨پاسخ 

 

 :٢٩پاسخ 

 
  

 :٣٠پاسخ 

 
 
 



  
  
  

  

  ـردارهـــــــــابـ ویژه امتحان نهایی ٧٥ 

   ها پاسخنامه اثباتي
  :1اثبات 

  
  

  :2اثبات 

  
  

  :3اثبات 

  
  

  :4اثبات 

  
  

  
  
  

  :5اثبات 

  
  

  :6اثبات 

  
  
  
  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٧٦

 



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٧٧

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٧٨

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٧٩

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٨٠

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٨١

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٨٢ 

 



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٨٣ 

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٨٤

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٨٥

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٨٦

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٨٧ 

  

  
  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٨٨

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٨٩

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٩٠ 

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٩١

  
  
  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٩٢

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٩٣

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٩٤

  
  
  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٩٥ 

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٩٦

  



  
  
   

  

 ویژه امتحان نهایی  نمونه سؤال امتحـان نهـايي      ٩٧
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همراه با شما سر جلسه همراه با شما سر جلسه 

همایش جمع بندیهمایش جمع بندی

گسســتهگسســته
دردر
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